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 K E  A  A I O    1. 4 /

TO POB HMA TOY E EPA MENOY OPIZONTA1 / 1 1 2
ME PO IOPI TIKH YNAMIKH1 2- 2 -

1.   To o  s o ´s E ´ o  ´ o s.´�� ����� �� -���� �� ������ � ��� �

1.1.   E o ´´���� ��� 1���������.  As o   o ó ó s  ( ó o s)  o  ´ ´ ´ ´�� ��� ��� ��� ����� �� � ��� � �� � � � �����

����������� ������ � � ��� � � ��� � ����� � �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´s  o s  o  (o o )  o   s ó s 1  .

     

O  o     o o       o  ó .  To o o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� � ����� ��� ���� ���� ��
 �� �� ���� � � ������ �� � �� � � 
�� ���� �����
�� �� ��� �� �� ����� �� ����� �� � � ������� ����� �� ��� � �� �� ��� � �� � � ���� o   ( s)  o  ( o s) o   ( o )   ó   1   ó   8  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
( o )  o o ó os.´ ´ ´�� �� � ������� ����� ���

1.2.  H  E ´   B o o´ s .��� �� ������ � ����   M  ´  ´ , o   o , :  “ o ó´ ´ ´�� �� �� �� ���� � � �������� ��� ������ ����� � �

����� � �� ����� �� ������� � ��� � �� ��� � �� ���� � ��´ ´ ´ ´ o  s o s o  o s ó  ó   1   ó   8 " ;���´ os

,�� �� ������� ��� ���� ������� �� ���� � ��� ��� ��� ���� � �� � �� �� ���������  o    ´ ,  s o o    ó  ( ó o)  x     ´ ´ ´ ´ ´
v(x) ,      ó   o  v(x)  o  o os s o s  o  o s ó ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� �������� �� � ���� ��
�� � ��� �� ����� �� ������� � ��� � �� ���
� �� ���� � �� 2� ���������� �� ��� �� ��� � �������� ���� �� ���� � �ó  x  ó   8 .  o   o  o   v(8) 0 ,      ´  o´ ´ ´~
������ ����� � ��� ��� �� � ��� � ����´ ´ ´    os o ó    v 1  .² ³

-����� ��� � �� � � �� ��� �� � ������� �� ��� � � �� � ��� �� ������ � ��� ��� ����´ ´ ´ ´ ´o  o ó  ´   ´ o o ( ´ ) o  o o   o o o  
�� ������� �� �� ������� ��� ���� ������� �� ����  �� � �� ���� ����� � �� � ���o  s  o    ´ .  T ´   ´   :  “ ´s  o o´ ´ ´ ´ ´ ´
�� �� � ��� ��� ��� ��� ��� ��������� ������ �� � �� � ���� � ��� �� � o o o      v ; ".   O s ó os o o o  ´´ ´ ´ ´ ´² h ³
� � ��� � ������������ ��� ������ ��� ���� �� � �� �������� ���� �� � �� � �� � �o o     s s (  ós os ´  )  s o o s (´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
o o )    s    o ó  .    o  o ó   o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � � ���� �� �� ����� ��� ��� ��� � � ���� , �� �� �� ��� � �� � ��� ��� �� ���� �� ���
�� �����
 ��� �� ������� � ����� �� ����� ��� �� � ��� �� ������� ��� �� ���������  v( )  o  o  o ó ó    o    o  -´ ´ ´ ´ ´h
����� ��� ���� � � �� � ��� �� ������ � ��� ��� ��� � �� � ��� ����
 ��� � �� �����´ ´ ´ ´ ó  o  o o   o o o   o o ó ó.  E o s o ó
�� ��� �� ���� ��� �� �� �� �� ��� ��� �� ���� �� ����� �� �� ��� � �� ���� � ��s ó s  1, o  o  o o ´ s  o o  o  o  ó   x   ó   8 ´ ´ ´
,   ´   o  o  ó  x     o  ó   y  (  ó  ó   y  ´ ´ ´ ´ ´������ �� �� �� ��� ��� �� ��� � �� ��� �� ���� �� ��� �� � �� ����� ����� � � ��
�� ����� � � �� �� ����  �� ��� ������ ��� ���� �� ����� �� ������� � ��� � ��   ó  oo ós  (8) ). T ´ ,   ó  s o s o  o s ó´ ´ ´ ´ ´
��� � �� ���� � �� ����� � ������� � � ��������� � �� ������ ��� ����� �� ó   x   ó   8    .  A    ó   y    o´ ´ ´ ´ ´
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������� � ��� � �� ��� ���� � �� ��� � � ����� �� ����� �� �� ��� ���� �����´ ´ ´ ´ ´o  o s ó   x    8, ó   o o  s o s ó   y    8  
����� ��� ����� �� ������� � ��� � ��� � �� ����� �� ������ � �� ��� ��� � �� ��´ ´ ´ ´ ´s  o   o  o s  o ó    ó     y   ó  o-

o ó   8 ,  o s   o s .´ ´ ´���� ��� � �������� �� � ��� ����������
#

E   ((x,y), o  o  o s o  ó   x   ó   8 . Tó    ´ ´ ´�� � �� ������� � ��� � �� ��� � �� ���� � �� �� � �1 1)    ´    ´��� ����� ������ �� �����

��� ����� o  o  o s ó  ó   y   ó   8 .  ,     ´ ´ ´ ´ ´�� ������� � ��� � �� ��� � �� ���� � �� 1��������� �� ������ ���
����� �� � �� ��� ���� �� ��� ���� ��� �� ��� �� � � �� � � �� ���� ���o     ó   y    8   os ó o ó ó s  ,  ó    ( (x,y), )    ´ ´ ´2 1 2 

����� �� �� �� ���� �� ��� ���� ��� �� ��� �� � ��� ��� ����� ��������o  ó   x    8   os ó o ó ó s ( (x,y), ) ,   ó  ´ ´ ´ ´1

���� ������ ����� �� �� � ����� �� � ����� ����� �� ������� � ��� �  o  ó   o   ( (x,y), )   o  o  o s.´ ´ ´ ´ ´ ´ ´1

H  ó  o  o os  o s  ´     v( )´ ´ ´ ´ ´������� ��� ���� � � �� ������ ����������� � ��� ������� ���� �� � ��� ��� h

 v(x)        min  c(x,y) + v(y)  ,  x 1, ,7,  (1)
(x,y)  D(x)
~ ~ Ã

�
D E

 v(8)    0  ,                 (2)~

ó o     (1)  o  D(x)  o  o o o  ´  ( ó ) o  o   ó   x  ´ ´ ´� � ���� � ���� ��
�� � ��� � � � ��� � �� � � � � �� �� ��� � �� ���
������ � �� � � � � �´ ó , .  .  D(1) {(1,2) , (1,3), (1,4)} ,  D(5) {(1,8)}   . . . .~ ~

To o , o ó , o   (1)  o s ó o . To os  v(x)   s o s o´ ´ ´ ´ ´ ´��
 ��� � �� � �� � �����
�� � ��� ���� ��� ��� ��� ����� �� ������� �
��� � �� ��� � �� ���� � �� �� �������� �� �� ���� � ��� �� ��� �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´o s o  ó   x   ó   8 ,  o  ó o : o os ó   x   o
���� ���� � �� ��� �o  ó   y  ( c(x,y)    D(x) )   o ´ � ��� �� ����� �� ������� � ��� � �� ���´ os s o ´s ´ o  ´ o s o ´

� �� ���� � ��o  y   o   8´ ´  , o   o     v(y).  H “ " o  ó    y  y (x)  ´ ´ ´ ´ ´� � ����� �� �� ��� ���� �������� ���� � �� ���� * * ~

������ �� �������� ����  ��� � ��� ���� � � �� ��� � �� ����� ������� ��� ���� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´    ´  o o   o ´    o   ó   
#

x 1,2, ,8 .  H    s      ´  o´ ´ ´ ´ ´ ´~ Ã ��������� ���� ���������� �� ����� ��� �������� ���� ������ �� ���� � �
�� ��� ���� � �� � � ����� �� ����� � � ������� � ��� �o o o  s ( ) o s ( o ´ ) o  o s.´ ´ ´ ´

A    ó  x o   o  ó   y    ´´ ´ ´ ´� �� ���� � �� ������ ��� ��� �� ���� � �� ����  ���*

 c(x,y v(y  v(x)         min c(x,y) + v(y)  , (3)
(x,y)  D(x)

* *) + ) ~ ~
�

D E
� �� � ����� �� �� ����� ��� ����� �� ������� � ��� �ó   o   (1,y (1),y y (1)), ,8)       o  o  o s.´ ´ ´ ´ ´* * *( Ã

O o o ós s  v( )   s  (1)  o    s s.´ ´ ´ ´�� � ���� �� ��� �� �� ��� �� �����  ���h

 v(8)  0~
 v(7)  3 + v(8)  3 ,  y y (7)  8 ,~ ~ ~* *  ~

 v(6)  4 + v(8)  4 ,  y y (6)  8 ,~ ~ ~* *  ~

 v(5)  7 + v(8)  7 ,  y  y (5)  8 ,~ ~ ~* * ~

 v(4)  min    10 , y   y (4)  6 ,~ ~ ~ ~H
 5 + v(5)  5 + 7

 6 + v(6)  6 + 4

~

~

* *

 v(3)  min  1 + v(6)  1 + 4 y  y (3)  6   7 ,  5 , ´~ ~~ ~ ~H
 1 + v(5)  5 + 7

 2 + v(7)  2 + 3

* *

~

~

�

 v(2)  min    5 , y   y (2)  6 ,~ ~ ~ ~H
 1 + v(6)  1 + 4 

 5 + v(7)  5 + 3

* *

~

~
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 v(1)  min  2 + v(3)  2 + 5 y   y (1)  3 .  7 , ~ ~~ ~ ~H
 1 + v(4)  1 + 10

 3 + v(2)  3 + 5

* *

~

~

X o o ´ s, o ó ,   (1) o   o o o  o os s o s´ ´ ´ ´ ´����� � � ��� � �� � ��� ���� �� �� ������ �� �� � ��� ��� � ��� �� ����� ��
������� � ��� � �� ��� � �� ���� � �� ��� ������� ��´ ´ ´o  o s ó  ó   1  ó   8,   ó   v(1) 7.~

1������ ��� � �� �� ��� ���� �� �� �� � ����� ��� �� ����� �� � ����� �� ������� �o  ó s, ó  o  ó o  o o    o  (  o s) o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� � �� ��� � �� ���� � �� 2����������� � ����� �� ��� ����� �´ ´ ´ ´o s o  ó   1   ó    8 .  , o  o s  (1,3,6,8)    (1,3,7,8)   o
� �� ����� �� ������� � ��� �ó s o s o  o s.´ ´ ´

1.3 s.   1.     “ "  (1)  o o       v(1) ´ s ó´ ´ ´ ´ ´1���������� 2��� �� �� ��� ���� �� �� � ������ �� ���� ����� ��� ��

� � � �� ���� � �� ��� ����� � � ������� ��o  v(8) 0 (  o  oo o  s)    o   o´ ´ ´~ ��� ������ ��� �� �� ��� ´ os ´ o s os  ´
�� �� � ��� ��� � �� �� � ����� � � ������� � � ����� � ���� �� ����� o o o  o  v(1). A ós o ó os s, o   o      (1) ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� �� ��� � � � �� ������ , �� �� �� ��� �� ����� �� ������� � ��� � ���ós    o  o os.    o  s o s o  o s ´ ´ ´ ´ ´�������´
�� ��� ���� �� ����� ��� �� ������ �� ��� ������ �� �� ��� ������ � � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o    o    s ó   os  ,  o  o
����������� ���������� ������� ��� ������� ��� ���� �� ������ �� �� �� ��� ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   ó    o   s os  
���������� �� ���� � � ��� � ���������� � � ������� �� � �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´s  s s   y y (x) .  A   , o   o  ´* *  ~  os  os´�� �� ����
�� ��� ����� ��� ��� ��� ��� �� �� ��� ���������� ����� �� ��� ��� �´ ´ ´ ´ ´o  ´   ( .  os   ),    ������� �������´   ´
� � �� ������o  o os.´

2.  Y o  o ó o    o   o  o  o s (  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� �� �� � � ��� �� �������� ��� ��� ����� �� ������� � ��� � ���� � �
�� ������ �� � �� � ����� � �� � � ��� ��� ����� � � �� �������� �� �� � ��� � �o os). O ´ os ó os  o  ´ o    o    ó s s ó s o´ ´ ´ ´
���������� ���� ��� ����� �� � � � ����� �� ������ �� � ����� � �� � � ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´o   o , . .  o   (1,3,6,8). O os ó os  o  ´ o  
��� �� � ������o   o ´´ � � � �� �� ���� � � �� � �� �� � ���� ��� �� ���� � �� � �� � �´ ´ ´ ´ o   s  o ó ó o  o o o    ó  ( ó o) o
����� � -����� �� �� ��� � ����� ���� ����� ����� ���� � �� �� �� ��� ����� ������´ ´ ´ ´ ´ ´o .   o ó  o ( ) ó   ó  x, o ó o o 
�� �� � ���� ��� � �� � � � � � � �� ������ � ����� ��� �� ��� o o o  o ó o  (x) = (x,y (x)),  ó o   ( ) ( o   y ( ))   ´ ´ ´ ´* * * *h h
��������� � �� �� � �� � ����� ������ �� � �� ��������� ������´ ´ ´ ´ ´,   s. O ´ os ó os  o s ó os s M s A s,� ������o ´
�� ������ ����� ������ ��� �� ��� � � -������ � 1� ���������� �´ o os  o s  ´  o  o  o o .´ ´ ´ ´ ´

3.  E  ó  o o  o  s ó , o o ´ s   o´ ´ ´ ´ ´���� �������� �� �� ��� ��� �� ���������� �� �� �� � �� ��� ��� �������� ����� ��
�� ��� � �� ���� � �� ��� �������� �� ������ ��� ����������� �� � �� � �� �� ����o  ó   1   ó   8 ,    ó  o  ( )  o  ó   ´ ´ ´ ´ ´
�� �� ��� ����� ���� �� �� � ���� � � � ��� � � ���� �� ��� � ����� ����� �o ó o o,   o  ó o o os o  s o o  os  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������� ����� 1 ������ � � ������ �� ��� � �� � � �� ���� �� �� ��� ����� ���� �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o ó.   o s o  o   ó  o    o ó o o,  
� ���� � � � ��� � � ���� �� ��� � ����� ����� � ������� ����� ��� ����o  ó o o os o  s o o  os  o o ó,  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ���� ���� �� � �� ��� ���� � �´s ´ o  o o o ´  o o´ ´  o s o   (myopic   one step look ahead policies).´ ´ ´� � ������ � � �
2� ���������� �� ���� � �� � �� ���� � ������ ��
�� �� ������ �� ���� ���� � �� ���o  s,  ó   1    o  o  ó      ó   4  ´ ´ ´ ´ ´ ´

���� � �������� ���� ��� �� � �� ��� ��� �� � ����� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´     “ " ( os)  1 ,  ´   o s o   o o ,  ���� � ��´ o o os´ #

�� � ���� ��� ��� ������� � ��� � ����� �� �� ��� � �� ������ �� ���� ����o o o    ( o  o s) o  o  ó   1 ,     ´ ´ ´ ´ ´ ´��������´
� �� �� ���� � ��ó   3   o ó os  2  1 .´ �

4.  o  o    ó o   v( )  o  o o  s  (1) ,  a  o ´ ´ ´ ´ ´ ´1������ ��� �� ������� ��� � � ��������� � � ���� � ��� �� ��� �� � �������h
� � ���� �� � ���� � ������ ���� ���� �� � ���� ������ �������� ����� �� ´   (1)   o  .  Y o  ó s  2  o s s o s–´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ������o s.´

5.  To ó  s E ó s  1. o   o  o  s ó s o s´ ´ ´ ´�� ����� �� �� �� �� ����� ��� �� ���� � ��� ��� ����� ���� ����� ���

�� ������ � �� ���� � � � � �� ����� ������ �� ���� �� ���� � ������� �� o  o , ó o  o  o s   o  ( o o ), ´´ ´ ´ ´ ´ ´ o���� ����
#

������� ��� � �� � ��� � � ����� �������� �� �� �� � ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´   ( ó os  ó os) o    s o s o o s ���� �� � ��´ o o o s´ #

�� ���� � � ������ ��� �� ����� � ��� � ��� � ����� �o  ( o s)  ó  ´  o  .´ ´ ´ ´

6.  O  s o s   ó   x  o  ó o o o D(x)  ´  ´  ( ó ).´ ´ ´ ´ ´� ������ �� ����� �� ���� � �� ��� ���� �� � ��� � � � ����� � ��� � �� � �
E s o os ó os   o  s s o s   ó   x ,   ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �� ����� �� � ��� �� �������� ��� �� ������ �� ����� �� ���� � �� ����� ��
� � ��� � ��� � � � � �� � ��� �� � �� ������� ��� ��� �� �´ o  o o o  D (x)   ó   y   s o o s   os ( ó os)  (x,y)  D(x) .´ ´ ´ ´ ´

c
�
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E   o ó  s ó s  1 o   D(1) {(1,2), (1,3), (1,4)}    D(1) {2,3,4}.  E´ ´
–

��� ��� � �� ����� �� ��� �� �� ��� ��� ����~ ~
�� ���� �� �� ��� �� ��
 �� �� ��� �� ��� ������� �� 2�� �������� ��� ��o s ó   o   D(x)  o o   o   D(x)   o .     ´ ´ ´ ´ ´ ´

–

��� ��� �������� ������ � � ��� ��� �� ������� ������ �������´ ´ ´ ´ ´ ´o     D(x)  D(x) ós   os s.
–

7.  M  o   s s ó s s o ,     ( )  o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ������ ����� ��� ����� ��� �� ���� �� ���� � ������ ��� ��������� � �� �h
��� � � � � �� � � �� � �� ��� � � � ��� � �� � � �´ ´ ´o o  ó  ( ó )  S {1,2,...,8}  o o o  ´  ( ó )  D D(x)  (~ ~ �

x S�

�� ������ �� ��� � � � ���� ��� � � �� � ����  ��� � ���� ��
�� ���o  o o o   “ o ´  ó "  D D(x)) ,   ´   (x)  o  ´ ´ ´ ´
– –
~ �

x S�

�� ���� � � � � ������ � ��
�� ��� � � �� ��� ��� ��� �� � ��� ��� ��� ���� �� ��ó  o   o  ( )  o   o ó o  x .  O  o   o o   o  s´ ´ ´ ´ ´h
� ������ ��� ��������� �� �� ��������� �� �� �� ���� �� ��� ��������� �� ��o s  s  o  D      ´  s   s o D, ´ ´ ´ ´ ´

–

���� ��� � � ��� � � ��
���� �� � ��� �´ ´ ´ ´o   (x) (x, (x)) ,  x S . To o o  S  o o   ´  o o o  D  –~ � � � ��������� �´ os ´
( o   D)´

–
������ ���  os o ´ .´� � �� ���� �
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2. M´ o o  ´ s s E ´ s B o o´ s.�� � � /��� �� ��� �� ������ � ����

A o     o o  o o .  E o     v( )  ´ ´ ´ ´ ´ ´���
 ��� �� ��� ����� �� �� ����� � ���� ���� � � ��� �� ����� ��� ��� ���������h
�� � ��� s � � �� � s ���s o s  v : S  ,  ó o   v(8) 0 .  E   (S) :  {u/u : S  , u(8) 0 , u(x)  x S}  ´ ¦ ~ ~ ¦ ~ � B D �( (
��� � ��
 ��� �� ����� ����� ���  ���´ ´ ´ ´  D(x) .  O o  s o s  T     T    s s � �

 T  : (S)  (S)  :  (T u)(x) :  c(x, ) + u( )  , (1)� �� � � �¦ ~

 (T u)(8)  0 , (2)� ~

 T : (S)  (S)  :   (Tu)(x):      min c(x,y) + u(y)  , (3)
(x,y) D(x)

� �¦ ~
�

D E
 (Tu)(8)  0. (4)~

M   o   o  ( ´ )  T ,  T   o   ´  ´  o  ´ ´ ´ ´� ��� � ����� � � ����� ���� � ������ � � ������� � � ����� � ���� �� � �� ��� ���

������ �� �� � ����  ���´ ´ ´ o o o o  s s

 v(x)  (Tv)(x)    min (T v)(x)  . (5)
D(x)

~ ~
��

D E�

� �� ������´ ´ o

 v  Tv . (6)~

H   v  , o ó , o ó o  v  o    T .  H  (6)    s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��������� ����� � �� � � ������ ����� � � ������� ����� ��� ���� ��  
�� ��� ��� ��� ��������� ������������ ���� �� 2�� �������� ��� ������ ����� ���ós     v  (  ).    ó  ó  ´ ´ ´ ´ ´
���� �� ������� � ���� �� ��� ��� ��� ���� �� �� � ��� � �� ������ �� � ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o o s  oo    s o s  (6)  , o , s o s  (1.1.1).
Y o o  ó    (3)  o min  ó , ó s . .  ó  o  ´ o   S    D(x)  ´ ´ ´ ´� ��� ��� �� ���� � ���� � ��� � � � ��������� ��� � � � � ��� �����
���������� � � ������� ��� �� ��� � ����� ������� ����������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o    o ,  o   u   s s.

A  s s s o  o  o o    s.´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���������� �� ������ �� ��� � � -������ � 1� ���������� � ����� �� ���

1. H  o  o  ( o o s)  ´´ ´ ´ ´ ´������ �� �� ������ � �� ���� � ������� � ���� ��� ���� �� �
 s o s  (6)   o   T.´ ´ ´�� � ��� ��� ������� �������
2. E s s  o ó s s s ´  s o s  (6)´ ´ ´ ´� ����� ������ ��� � ����� ���� �� ���� ���� �� � �� � ���
3. H  o  s s ´  s o s (6) .´ ´ ´ ´������ ��� ��� � �� ���� ���� �� � �� � ���
4. E  ó  ( o ) o o o  s s.´ ´ ´ ´����� ��� � � ��� ���� � �� � ���� � �� ����

E  o  ó  ó s o  o o  s o  o  o os o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �������� � �� �� � ��� � � ���� � � ����� � �� ������ -������ �
1� ���������� � ��� �� ������� �� � � � ��������� � ��� �� ���� �o o ,  o    ´ o s   S   o   ´ ´ ´ ´���������� �´ o s
D, o o   o o o     o  o os s o  1.  As o  o ó´ ´ ´ ´ ´ ´�� � �� �� ������ � ��� �� ��� �� ���� � � �� ������ �� �������� � � ��� � �� �
���� �� ��� � � ���� ´ ´s s ó o s s.

2.1.  M´ o os  o  o ´  o X o T .´ ´ ´�� � � � -��� ��� � 1� ������� � ��  � �� �   

H     ó o .   E      v ( )  o  (S) ,   ´ ´ ´ ´�������� ���� ����� � �� � ��� �� ��� ��������� �� � �(0) h ������ �� �������´  o ´
��� �� � � ��� �� ���� ����� ��� ��� �� � ���� ��������� �  ���   v( ) .  M o o   o o   o o    {v ( ) ,  n  1} ,  s s´ ´ ´ ´ ´h h �(n)

 v   Tv  (1)(n) (n-1)~

� �� ������´ ´ o

 v (x)  :             min { c(x,y)  +  v  (y) }   (2)
(x,y)  D(x)

(n) (n-1)~
�

O  s  v ( )   o  o s o s s  v( )  ,  o s´ ´ ´ ´ ´ ´� ���������� ����� � ���� ���� �� �������� �� ��� ��� �� ���������(n) h h
������� � � �� � ��� �� ���� ����� ��� ���� �� ���´ ´ ´ ´s o   o   o  ó , o
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 v  lim v  (3)
n
~
¦B

(n)

H o os  o ´  o  o o   o o s o s  E o´ ´ ´ ´ ´ ´��� � � � ���� ��� � �� ������� � ������ � ������ �� � �� � ���� � � � ���� ���� �
M ´ , . .     ´   o ´  ´ .´ ´ ´�������� � � � ��� ���� �������� � �������� � � ���� ��� � ���� �� �

, �� � �� ����� �� �������� � � ��� ��� �� o ó  s o   1.1  s o   v (x)  0,  x S .  Tó´ ´ (0) ~ D �

1   o ´ .� �� �������

 v (8)  0 ,(1) ~

 v (7)  3 + v (8)  3 ,   (7)  8 ,–(1) (0) (1)~ ~ ~�

 v (6)  4 + v (8)  4 ,  (6)  8 ,–(1) (0) (1)~ ~ ~�

 v (5)  7 + v (8)  7 ,  (5)  8 ,
 –(1) (0) (1)~ ~ ~�

 v (4)  min 5 + v (5) ,   6 + v (6)   5 , (4)  5 , (1) (0) (0) (1)~ ~ ~D E �

 v (3)  min 1 + v (5) ,  1 + v (6) ,   2 + v (7)   1 ,  (4)  5  6 , ´(1) (0) (0) (0) (1)~ ~ ~D E � �

 v (2)  min  1 + v (6) ,   5 + v (7)  1 , (2)  6 , (1) (0) (0) (1)~ ~ ~D E �

 v (1)  min 1 + v (4) ,  2 + v (3) ,   3 + v (2)   1 ,  (1)  1 . (1) (0) (0) (0) (1)~ ~ ~D E �

 2  o ´ .� �� �������

 v (8)  0 ,(2) ~

 v (7)  3 + v (8)  3 ,   (7)  8 ,–(2) (1) (2)~ ~ ~�

 v (6)  4 + v (8)  4 ,  (6)  8 ,–(2) (1) (2)~ ~ ~�

 v (5)  7 + v (8)  7 ,  (5)  8 ,
 –(2) (1) (2)~ ~ ~�

 v (4)  min 5 + v (5) ,   6 + v (6)   10 , (4)  6 , (2) (1) (1) (2)~ ~ ~D E �

 v (3)  min 1 + v (5) ,  1 + v (6) ,   2 + v (7)   5 ,  (4)  6  7 , ´(2) (1) (1) (1) (2)~ ~ ~D E � �

 v (2)  min  1 + v (6) ,   5 + v (7)  5 , (2)  6 , (2) (1) (1) (2)~ ~ ~D E �

 v (1)  min 1 + v (4) ,  2 + v (3) ,   3 + v (2)   3 ,  (1)  3 . (2) (1) (1) (1) (2)~ ~ ~D E �

3  o ´ .� �� �������

 v (8)  0 ,(3) ~

 v (7)  3 + v (8)  3 ,   (7)  8 ,–(3) (2) (3)~ ~ ~�

 v (6)  4 + v (8)  4 ,  (6)  8 ,–(3) (2) (3)~ ~ ~�

 v (5)  7 + v (8)  7 ,  (5)  8 ,
 –(3) (2) (3)~ ~ ~�
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 v (4)  min 5 + v (5) ,   6 + v (6)   10 , (4)  6 , (3) (2) (2) (3)~ ~ ~D E �

 v (3)  min 1 + v (5) ,  1 + v (6) ,   2 + v (7)   5 ,  (4)  6  7 , ´(3) (2) (2) (2) (3)~ ~ ~D E � �

 v (2)  min  1 + v (6) ,   5 + v (7)  5 , (2)  6 , (3) (2) (2) (3)~ ~ ~D E �

 v (1)  min 1 + v (4) ,  2 + v (3) ,   3 + v (2)   7 ,  (1)  3 . (3) (2) (2) (2) (3)~ ~ ~D E �

!!FOOTNOTE 1:Tv (x) Tv (x),    v (x) v (x)  x .´(3) (2) (3) (2)~ ~ D�����
A  o   o  o ó o    o ,  o  ó   v (x)  v (x)    ´ ´ ´ ´ ´� ������� ��� �� � � ��� �� � ��� ���� ������� �� ������� �� �� ��� �� (4) (3)~ D

x 1,2, ,8 ,     v (x) Tv (x) Tv (x) v (x) ,    o  o ó o o  ó   v v´ ´ ´~ Ã ~ ~ ~ ~��� ��� �� � � ��� �� � ����� ��� ��(5) (4) (4) (4) (n) (3)
1

D � E ~ ~
¦B

n 4 .  A ,       lim v v   v .
n

�� (n) (3)

O   o o o  o o   o o   s s´ ´ ´ ´ ´ ´� ������� �� � ���� � �� � �� �� ��� ������ �� �����������  ���

   v ( ) ( ) v ( ) ( ) v ( ) ( ) v ( ) ( )– – – –(1) (1) (2) (2) (3) (3) (4) (4)h h h h h h h h� � � �
  8   0   —   0   —   0   —   0   —
  7   3    8   3   8   3   8   3   8
  6   4    8   4   8   4   8   4   8
  5    7    8   7   8   7   8   7   8
  4    5    5 10   6  10   6  10   6
  3    1  5,6    5  6,7   5  6,7   5  6,7 
  2      1    6    5   6   5   6   5   6
  1    1    4    3   3   7   3   7   3

1�����´ s 1

1���������� �� � � ������ � ����� � �� ���� � ������ � � ��� ����� ������ � ��������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó   o   ( )     o  o   , ,  .–(1) h

2.2.  M´ o os  o  o ´  o X o  o´ ´ ´�� � � � -��� ��� � 1� ������� � ��  � � � 1 ����� � .    O s   ´� ������ ����

�� �� ����� �������� � ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� � - 1 ���o o  o,  o os  o ´  o  o ´ o ´  ( . .T.  ´ ´ ´ ´

���� ��� �����
���� ���� ���� �� ����� ��� �� ��� ������ ��� ��������� �� ������� ���o )    ó  ´ s o   (  ) o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
#

��� �� � ��� �� ���� ����� ��� ������ � � ��� ��� ���� �� ������� � ���� ���  v( ) ,  o o   o o , o o ´ s   o o s  (3) ,  ´ ´ ´ ´h
�� � ���� ���� ��� � �� ������� � � � ��������� ��� 2� ���� ���� �������� ���o o  o ´  o   v ( )  o     v( ) .     o´ ´ ´ ´ ´ ´(n) h h
�� ������ ��� �� �������� � ��� �� �������� �� ����� ��� � � �s o s o s  ( )    s s o s.  H o os  ´ ´ ´ ´ ´(n) h ���� ��� �o ´
�� ������� � �� � � � � � ����� �o ´  o o  o  ´ ´  ( . . .  o )   o  .´ ´ ´ ´- 1 1 ��� ���� ��� ����
���� �� ���� �� ����
T ´   ó   o  ( o  o    )   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ �� �������� �� ��� ������ �� ������� � � �� ��� �� ����� ��������� ��� �� ��������
� ������ � -�� ���� �� � �� � ��� �� �� � ��� ��� �� ���� � � ����� � � � �o ,  (x) .  o s s  (x) ,  o o   o o o     o ´  o´ ´ ´ ´ ´(0) (0)

o o  o   o   ó s s s ( ó s)  x  1,2, ,7.  E   w (x)  o´ ´ ´ ´��
 ���� �� ���� ��� � ������ ��� �� �� ����� � ��� �� �~ Ã (0)

������ ��� ���� ���� ��� � �� � ��� �� � ������ ���� �� ������� � ���� ��� � �� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o s s.  E  o o  o  ó     o o s   o ó   
(1.1)    ó o  (  ;) .  A ,    w ( )  o o      o-´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� � � ���� ����� �� �� � ���� � ��� ��� ������ ���� �� �������(0) h
� ���� � �� �� ��� �� ��� �� ��� � � ����� ��� �������� � ������o s , ó  o  ó   w (x) v(x) x ,   o s    (x)     o .´ ´ ´ ´ ´ ´( (0)0) ~ D
-��� ������ �� � ��� ���� � ��� �� ������ ���� �� ��� ��� �� �� ���� � �� � ��o ,    w ( )   o o      o  ó  ( ó ), ó´ ´ ´ ´ ´(0) h
����
 ��� ��� �� ���� ��� �� ������������ � �� ��� ���� ����� ��� ��� ��� � ������ �´ ´ ´ ´ ´ ´o   ó     ó    o    o   ( ).(1) h
Y o o o  s s  w (x)  o  o o    (x)  , ó s  o   o´ ´ ´ ´ ´� � ��
 ��� �� ���� � � ������ �� �� ���� � ��� � �� � ��� �� ���� ������(1) (1)

��� ���� ���������� ��� �� ������� ������ ��� �� ���� ���������ó  ,  w (x) w (x) , x .  E o    ,    ´ ´ ´ ´ ´(1) (0)� D
����� ��� ��� �������� � ������ ��� ��� ������ ��� ��������� ���� �� ����� ������� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o    o  (   o   s s).  E   s
���������� ����� � ����� � � �� � ��� ��� ���� � ��� � - 1 1 �� �� � ��� �� ����´ ´ ´ ´os ós o ´ , ó s  o  ó ,  o os . . .  s ´   
�� ������ ���� �� �� ���������� ����� ����� �s s s  o ó .´ ´ ´ ´

  o ó   (1.1)  s o      o   ( ) ,  ó o :  ´ ´ ´ ´ –,�� � �� ����� � ������� ��� �� ��� ��������� ������ � ������ � � �(0) h

 (x) 8 , x 5,6,7 ,   (4) 5 ,   (3) 5 ,   (2) 7 , (1) 2.– – – – –� � � � �(0) (0) (0) (0) (0)~ ~ ~ ~ ~ ~

1
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H  (x)    o    (x) D(x)  x.– –´ ´ ´
–

� ����� ��� � ������ ����� �( 0) � ����o  ´ � D

O  o s o s    o o . . . o o  s s.´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� ���� �� �������� ���� �� �� �� ��� � - 1 1 ���� ��� �����  ���

A ´ o ´ .����� 1� �������

     x 8 7 6 5 4 3 2 1

 (x) — 8 8 8 5 5 7 2–�(0)

B ´   1.  ���  (Y o o ós s s  w ( ))´� � ���� �� ���� (0) h

O  s  w (x)  o o o    o    :´ ´ ´ ´ ´� ���� �� � ��
 ���� �� �� � ����� � � ������� ����� �(0)

 w (x)  T  w (x)  c(x, (x)) + w ( (x))  ,  x S (1)– –(0) (0) (0) (0) (0)~ ~ �� � �

ó o� �

 w (8)  0, (2)(0) ~

o ó  o´� �� ����� ���

     x 8 7 6 5 4 3 2 1

 w (x) 0 3 4 7 12 8 8 11 (0)

B ´   2.  ��� (E os   s  ( )).  H      o  ´ ´ ´ ´– –���� ��� ����� �� �� � � ����� �������� � ������ ��0 (0)h

 w (4)  6 + w (6)  12  6 + 4  w (4,6)  10 12  2 < 0(0) (0) (0)� ¯ � ¯ ~ c ~ c-

 w (3)  1 + w (6)    8  1 + 4  w (3,6)  5 8  3 < 0(0) (0) (0)� ¯ � ¯ ~ c ~ c-

 w (3)  2 + w (7)    8  2 + 3  w (3,7)  5 8  3 < 0(0) (0) (0)� ¯ � ¯ ~ c ~ c-

 w (2)  1 + w (6)    8  1 + 4  w (2,6)  5 8  3 < 0(0) (0) (0)� ¯ � ¯ ~ c ~ c-

 w (1)  1 + w (4)  11  1 + 12  w (1,4)  13 11  2 > 0(0) (0) (0)� ¯ � ¯ ~ c ~-

 w (1)  2 + w (3)  11  2 + 8  w (1,3)  10 11  1 < 0(0) (0) (0)� ¯ � ¯ ~ c ~ c-

1������ ��� �� � ������ ���� �� � �������
���� �� �� �� ���������� � ���o   ó      (1.1)  (  (1.2))   ó s s s ( ó s)´ ´ ´ ´ ´ ´
��� �� �� ��������� � �� ��� ��� �� ���� � � - ���ós o   ( ó )  1    ó   (1,4)  ó o   w (1,4) > 0 ,  (  .  w (1) < 1 + ´ (0) (0)

w (4)). A   o   ( )      o .´ ´ ´ ´–(0) (0)�� � � ������ � ��� ����� ��� �������� � ������h

1���� ��� � �� � ��� ��� �� ������� �� �������� � ������ ��� � ������ ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´o  o ó    o  s s o s   (x) ,  o s   –(0)

(x, (x)) D(x) ,    o o    x ,    ó   (x,y)    o o– ´ ´ ´ ´� ��� ��� � ������� � ��������� ������ ��� �� ���� ��� ��� � ��(1) �

 w (x,y)  min { w (x,y)  :  (x,y)  D(x) ,  w (x,y) < 0}.- - -(0) (0) (0)~ �

E  (x)  o  o  o   o  ó o.  , o– ´ ´ ´ ´ ´�� � ��� � ������ � � ����� ��� �� � ������� �� � 2����������� ������ ���(1)

     x 8 7 6 5 4 3 2 1

 �– (x) — 8 8 8 6 7 6 3(1)

2  o ´ .� 1� �������
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B ´   1.���   (Y o o ós s s  w (x))´� � ���� �� ���� (1)

     x 8 7 6 5 4 3 2 1
 w (x) 0 3 4 7 10 5 5 7(1)

T  o  o    o  o o    s s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� �� ����� � � ������� ������ �� �� �� � ������ ���� �� �� �� ������

 w (x)  c(x , (x)) + w ( (x)) (3)– –(1) (1) (1) (1)~ � �

 w (8)  0 . (4)(1) ~

1������ ��� ����� �� ��� ������� ��� ������ � �o  s ó   w (x)  w (x)  x ,           w (x) < w (x)     x , ( .  .  ´ ´ ´ ´(1) (0) (1) (0)� D
x 1,2,3,4).  o ó  ó    ( )     s o s  ( ).´ ´ ´ ´– –~ h h/��� � �� � �� � � ����� ��� ����� �� �� � ������ �(1) (0)

B ´  2.���   (E os   s  ) .´���� ��� ����� �� �� �(1)

 w (4,5)  5 + w (5)  w (4)  12  10  2 > 0 ,- (1) (1) (1)~ c ~ c ~

 w (3,5)  1 + w (5)  w (3)    8   5  3 > 0 ,- (1) (1) (1)~ c ~ c ~

 w (3,6)  1 + w (6)  w (3)    5   5  0 ,- (1) (1) (1)~ c ~ c ~

 w (2,7)  5 + w (7)  w (2)    8   5  3 > 0 ,- (1) (1) (1)~ c ~ c ~

 w (1,4)  1 + w (4)  w (1)  11   7  4 > 0 ,- (1) (1) (1)~ c ~ c ~

 w (1,2)  3 + w (2)  w (3)    8   7  1 > 0 .- (1) (1) (1)~ c ~ c ~

E o  o ó� ��� � �� �

 w (x, (x))  c(x, (x)) + w ( (x))  w (x)  0   x, (5)– – –- � � �(1) (1) (1) (1) (1) (1)~ c � D

��� � � ��
�� ��� �������� � ������ ����� � ������ - ��� � � ������´ ´ ´ ´ ´ ´    ( )  o    o .  E o ,   w (3,6)  0    o    –(1) (1)h ~
� ����� �������� � ������ � � � �������� �� ��� � � � ���� ��� �� ����– – –( )   .  H o   ( ) ,  o   o   ( )  ó o   ó´ ´ ´ ´ ´(1) (2) (1)h h h
���� ��������� � �� � � � ����� ����� ��� �������� � ������ 1���������  ( ó )  3 ,  ó o   (3)  6 ,  s   o .  ,´ ´ ´ ´ ´ ´–(2) ~
��� �� ��� �� �������� ��� �� �� ������� ��� ���� �� ������� ��� � ���� � � ������� ó o    (  o  ó )  o  o   1  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ���� �o o .´

O   o o o  o o   o o  o  ó s o    2 .  o´ ´ ´ ´ ´ ´� ������� �� � ���� � �� � �� �� ��� ������ �� ��� ����� � �� � ������ 2� �
������ ������ � � ��� � � ���� ���� � � ��� �� �� ����� ��� ���� �� � ���´ ´ ´ ´  2   o o o  o  o ó  (x) (x, (x)) ,   s o s s o s ó s  –~
x .  M o o    o o o   o  o ó  (x) .´ ´ ´ –� � ����� ������ �� ������ � ��� ��� � � ���� ���� �

1������ ��� �� �� � ���� � � ������� �� ��� �� �� ����� ��� �� � � �o  ó  o o o ós   w (x)   o o   o  o o , . .´ ´ ´ ´(n) ���´ os
�� � ��
 ��� �� �� � ���� � � � �o o o  ´  o  w (8)   o  w (7)  . . .´ ´(0) (0)

 x D(x) c(x,y) ( ) w ( ) w ( ) ( ) w ( ) w ( )� - � -(0) (0) (0) (1) (1) (1)h h h h h h

 1 (1,2) 3 (1,2) 11  0   1
  (1,3) 2   –1  (1,3) 7                 0
  (1,4) 1    2   4

 2 (2,6) 1   –3 (2,6) 5 0
  (2,7) 5 (2,7)  8  0   3

 3 (3,5) 1 (3,5)  8  0   3
  (3,6) 1   –3   0
  (3,7) 2   –3 (3,7) 5 0
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 4 (4,5) 5 (4,5) 12  0   2
  (4,6) 6   –2 (4,6) 10 0

 5 (5,8) 7 (5,8)  7  0 (5,8) 7 0

 6 (6,8) 4 (6,8) 4 0 (6,8) 4 0

 7 (7,8) 3 (7,8) 3 0 (7,8) 3 0

 8  — —  — 0 0  — 0 0

1�����´ s  2

2.3.  M´ o os o ´  o o ´  .�� � ,������ � 1� ���������� �    E  o  ó  o ó  1.1 o  ´ ´ ´���� �������� � �� � �� ����� �� ��� ��

����� �� �� ��� � � � ������� � �� ���������� � �� �������� �� ��� ������ ��� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   o o o  o  o o . To o o     ó  
���� � ��� � � � �� � ��� ��� ���� 1� � ��� � ��� ��� ��� � ������� �� ������´  ó  ó s  o  ó . os o ó , ´s o  o ó ó´ ´
��� � �� ����� o ó .

E   (x)  o  o  o   x 1,2, ,8  ( .  .  (x)  1  x) .  o  o ´ ´ ´ ´ ´�� � �������� � ����� � ����� � � � � .� � ��� � ������� ~ Ã ~ D
������� �� ������ó  ó

 (max) z   (x)  (x)~ �8

x=1
� �

�� ���� ���� � o o s´

 (1,2) (1) – (2)        3� � �
 (1,3) (1)  – (3)       2� � �
 (1,4) (1)   – (4)      1� � �

 (2,6)    (2)    – (6)    1� � �
 (2,7)    (2)     – (7)   5� � �

 (3,5)     (3)  – (5)     1� � �
 (3,6)     (3)   – (6)    1� � �
 (3,7)     (3)    – (7)   2� � �

 (4,5)      (4) – (5)     5� � �
 (4,6)      (4)  – (6)    6� � �

 (5,8)       (5)   – (8)  7   � � �
 (6,8)        (6)  – (8)  4� � �

 (7,8)         (7) – (8)  3� � �

 (8,9)          (8)  0� ~

  (x)  0 ,  x = 1, ,8 .� � Ã

1������ ��� �� � ������� �� ����� ������� � �� ���������� � 1 , 1 ����o  ó  o  ó  o  o o  ( . . .)   8  ´ ´ ´ ´ ´

��������� � ��������� ���� �� �� � � �� ������ ����� �� ������ � � � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s (   7  s, o   o s o  s   o  (8)), o
#

������ �� �� ��� � ��� � � ����� � � ���� ���� � ��� ������ �� �� �� �o o  s ó s o  o . O  o o   (x,y) ,    (x,y)  D ,  o o  o s´ ´ ´ ´�
�� � � � � ����� � ��� �����
 �� ��� �������� �� ������ ���� ��ó o s o  o   o    s s s´ ´ ´ ´ ´

 (x)  c(x,y) + (y) . (1)� ��
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E s  o o ós  (8,9) ,  (8)  0 ,  o  o     v(8)  0   o´ ´ ´ ´���� ������� ���� ���� � � � ������ ���� ���� �������� ��� � �~ ~
�����
�� � ��� � �� � � �� ����� � ����� � � ����� � /��� �� � 1 , 1 ���� ������� ´ ´ ´ ´ ´ ´ o o ós ó   ó   8   o  o  o .  ó  o . . .  
� � � ��� ����� ���� � ���o  o    (primal) o .´ ´ ´�� �������́ 

.� �� ���� ��� ������� �� �� � ������ ���� �� ���� ��� � � ���� � �� � �������  o o   (§6) ó      (1.1)   ó o , ó  o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
1 , 1 ���� ����� ��� � � �������� ���� � � � � ��� ������� �. . . , s,  ó o  :   ( (1), (2), , (8)) ,    ,  v(x)  (x) ´ ´ ´ ´ ´* * * * *~ Ã ~
,  x  1, , 8 .~ Ã

A  o  o ó  o . . ., o  s   ´   v( ). H  o   ( )  ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� � �� � � 1 , 1 �� ��� ���� �� ��������� ��� � �������� � ������ �h h*

��������� ��� �������� �� � � ���� ���� � � � ���� �� ��� �� ���� ��� �� �������� ���� �´ ´ ´ ´ ´ ´   ó o s o o s o  o   ó s      .*

2����������� ������ ��� � �� ��� � � �� � �´ ´, o  (x)  y  ,    ó o   (x)  (y )  c(x,y ).–* * * * * *~ c ~

As o  ´  o ó ó  o  o  o o  s s  14. E  o ó   ´ ´ ´ ´�� ��� ��� � �� � ���� �� ����� � � ������ ���� �� �� ��� � �� ������ �� � �� �

 � ����� ��������� � � ������ ���� �� � ���� ���� � � �� ��� �� ����(x,y)     o  o  o  o ó  (x,y)  o  o os. To ó´ ´ ´ ´
�� ����� �����ó  ´

 (min)    c(x,y) (x,y)
 
~ �
(x,y)

���� ���� �o o´

(1)  (12) + (13)+ (14)             = (1) 
 
 
 �
(2) - (12)   + (26)+ (27)           = (2) 
 
 
 �
(3)  - (13)    + (35) + (36) + (37)        = (3)
 
 
 
 �
(4)   - (14)      + (45)+ (46)      = (4) 
 
 
 �
(5)      - (35)   - (45)  + (58)     = (5)
 
 
 �
(6)    - (26)   - (36)   - (46)  + (68)    = (6)
 
 
 
 �
(7)     - (27)   - (37)     + (78)   = (8)
 
 
 �
(8)           - (58) - (68) - (78) + (89) = (8)
 
 
 
 �

  (x,y)  0 ,   (x,y)  D
 � �
  (8,9)   o o s os o ó o´
 �� ���� ������  �� � �� ���

1������ ��� �� �� � ��� �� � � ��� �� ���� �� ����� �������� �� �� ��� ������ ���o  ó  o o   ´ o  o ó ó  ,  o   ´ ´ ´ ´ ´
��� ��� �� � �� ������� ����� � ���� �� �����o  s o o s   o ó ó .´ ´ ´ ´

As o o  ó  o o  ó  s ó s  1.1  o   o  ( . . ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� � ����� � � �� � � �� ��� �� ���� ��
�� ��� ����� � ��� � � � ��
��� ���������� ��� � � ��� ���� ��
 �� � � � �� � � � ����� � ������ ��� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ o)  o  ó s o o  o s ó o s o  o . Y   ó os  c(x,y)
��� � ���� ��� �� ����� �� �� ���� � ���� ��� � � � ���� �� �� ���� ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o    o  ós o   os o    (x,y) .  T os o o  
������ � � �� � � � �� ��� � � ���� �� � �� � � ���� �� ��´ ´ ´ ´o  ó o, o  ó o  9,   o   (8,9),   ó os  c(8,9)  0. O  s o~
������ � ����� ���� �������� ������ 2� ���� � �� ������� �� � �������� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ó  (  ) .    ó o  x 1,2, ,8   o o o~ Ã
(  ó o o)  o ó  o     (x) > 0 .  O o ós s   o  o  o´ ´ ´ ´ ´ ´�� �� � ����� ��� � � ���� ���� � ��� �� � �� � �� ����� �� �� ��� � � ��
���� �� � ����� �� � � ���� � �� � � ����� � �� �� � ����� � �� 2��� �� ��ó ó o o s o  o  o o  ó ó o  1  o  ó ó o  9 .   ´ ´ ´
���� ��� �������� � ��������� � � ���� � �����
 �� � � ���� ������� ���� �� � �� ��´ ´ ´ ´ ´   o  s o  o  o  o ó s ó s o ó o 
� �� � ������������� ��������� �����
�� ��� ��� � �� ����� �� ��� � ���� ���� � �ó o,     o ó ó os o s,  o  o o  o´ ´ ´ ´ ´
��� � �� � ���� ���������� �� � � �� � � ��������� ��� � �� �� �o ós ó   ó o ó  o  ó o  x  ó o ,   x 1, ,8 .  O ó os  9  o´ ´ ~ Ã
o o o  ó o o ó o o   ´  o ó os  1  ´ ´ ´� � ��������� � � ���� � ��
���� �� � ��� �� ��� ���� � ��o os– o ´ s (sink) o os -´ ´
����́ .(source)

2.4. ´   M o   . .  –  . . .    ´2���� �� � � , 1 -1 1 As o  o    o    ´ ´ ´ ´ ´� ��� �� ������� �� ����� � � ������� ������ � �

��� � � � � , 1 ��� - 1 1 �� ��� ���������� ,�� �� ����� ��� � ����� � � ����� �ó  o  . .  . . .   .    o os o os  ,´ ´ ´ ´ ´ ´
������ ��� � �� ��� �� ����� � � ����� ����� �� ���������� �� ������ � �� � �´ ´ ´ ´ ´o  o o ó ó  o   ó     o  o
�� ������ �� ��� ��� � �� � � �� ����� ������ �� ����� �� ������� � ��� � ���o os 1.1.  As o  o ó  o ó  s s o s o  o s ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ����� �� ��� ��o o s ó s  2.´

      8
     1      3 
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    4    2

       2 

E ó    2 .�� ��

!!FOOTNOTE 2: w (x)  c(x,y) + w (y) – w (x)- (0) (0) (0)~

H     o o . . .  o  ó o  (ó o  o    ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ���� �� �� �� ��� � - 1 1 ������� �� � �� ��� ������ � � ����
 ��� �� ��� ��
�������� � ������ �´ ´ o   (2) 3) .–0 ~ 2

 x D(x) c(x,y) (x) w (x) w (x)   (x)   w (x)   w (x)– –� - � -(0) (0) (0) (0) (0) (0)

 1 (1,2)   4   —   —   –2     2     6      0
  (1,3)   8   3   8    0    —    —      2 

 2 (2,3)   2   3   2    0    3     2      0

 3  —   —   —   0    0    —     0      0

1�����´ s  3

 H o      , o o  ó   w (x)  0  x.´ ´ ´ ´–� ������ � ����� �������� ��� ��� � �� -(1) (1) � D

To ó ó  o  o  o ó  s ó s  2  :´ ´���� �� ������ � � ������ ���� �� �� ����� �� ��� �� �����

(min)  w 4                  (1,2) + 8 (1,3) + 2 (2,3)     ~ 
 
 


���� ���� �o o :´
 (1)    (1,2)  + (1,3)    1 
 
 ~
 (2) (1,2)   + (2,3)   1c ~
 

 (3)  (1,3) (2,3)  + (3,4)  1c c ~
 
 


  (1,2) , (1,3) , (2,3)  0
 
 
 �
  (3,4)  s o ó o ó o.´
 � �� ���� ���� �� �� ���

As o  o  ó     o o simplex (revised simplex).´ ´ ´ ´��� ��� � ������� �� ����� �� �� ����� ������ ��� �

1������ ��� �� �� � ��� �� �� ��� ��� �� ���������� ������ ��� ������o  ó  o o   o o    s s s´ ´ ´ ´ ´ ´

������ ������ ���� 1��������� ��� �� ������ ��� �� ������ ��������� ����  ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s s s .  ,  ó  o  s s s , ´  

�� ��� ��� ���� � �� ��� ������ ��������� 1 � ������ ��� ��� ��� � ����� � �������� �´ ´ ´ ´ ´ ´o    ó o   . . . o   o o ´  ´
� 
 
 
 ��� �� � 
 
 
 � � ��� ���� ������ ���������o  { (1,3) , (2,3) , (3,4)}   ó  o  { (1,2) , (1,3) , (3,4)}  ( o     ´ ´ ´
������ �� ��� �� � � �� � � ��� � � ���� ���� ��� ��� ���� �� � � ����� �o o  o  ó o  2) .  O ó os  o  o ó ó  o   ´´ ´
�������� � ����� ��� ��������� ��� �� � ������ ���� � � ������ �� �� ��� ������� ´   o s.  As o  ó  o  s s o  o o  s ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ���� �� ����� � ���´ ´ ´ ´o o s  o  s
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KATEXAKH   M. N.      YNAMIKO   POPAMMATIMO' " ' & '

 B        B´  

  1   0 0   1   1 0
  0   1 0 1   0 0

1 1 1   0 1 1
~ ~

c c c
c

v y v y
w z w z���

������ ��� � ��� � �� � �� ��� � � ������� ��� �� �� �� ����� � � �����´ ´ ´ ´o .  E o  o ó  ó   o   B   o  B    ó   o  o   B   -1 -1

������ ������ ������ ��� ��� ��� � �� �� ���� ��� �� ����� � � ����� �� ������ �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´,  ó o o o  ó   ´  o  o   B   ó  , ´  
��� ���� �� � �� ����� ����� �� ������ ���� ��� � � ���� ���� � ����� ��� ��������ós o  o    .  To ó os  o ´      b  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ������ �� ����� ����� � ���� � � ����� � �������� � ����� ������  o , ´s o  s  ´  ´   s:  (x   B b > 0)  ,  ´ ´ ´ ´ ´ B

-1~
������ �� ��� ��� ������ ������ ���� ������� ���������� ��� ������ ��� � � ��� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o     .  To      o   B´ ,   
� ������ ��� ������ ���� ��� ����� ������ 1��������� o      .  ´ ´ ´ ´ ´ ´

 (B´)                0

  0 1 0
  1   1 0
  1   1 1

 -1 ~ �
cv y

w z

/��� � � ���� � ������� � �� ������ �� � ������ ���� ������ ���������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  o  o  o os.  E     “ " ( s s)  

{ (1,3), (2,3), (3,4)}   o o ó  s  B .´ ´ ´
 
 
 �� ������ �� ����� ������ ���� 0

B         B      b   B b  

  1   0 0 1 0 0 1
  0   1 0 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1 3
0

-1 -1
0~ ~ ~ ~

c c

cv y v y v y
w z w z w z�� ���

B ´   0.���     Y o o ós o ´  Simplex.  E o� � ���� � ����������� � � ���

!!FOOTNOTE 3:M s o s o o  o o ós  c z     o  c  .´ ´ ´����� � �� ������ � ������ ���� ���� ��� �j j jc

!!FOOTNOTE 4:P(1,2)  o    (1,2)  o ´  o   o ´   P    (P(i,j))   o  l  ´ ´���� ��
�� ��� � � �� � � ������ ���� ���� � ��� �l

�� ���� � � ���������o o o  os  P(i,j) .´ ´

!!FOOTNOTE 5:(x )   o  o  r  o o o  os  x         ´ ´ ´B r B

 j

���� ��
�� � �� ���� � � ��������� ~ Å8 9
 x

 x

j1

m

     c B     [ 8  , 2  , 0 ]      [ 8  , 2  , 0 ]

1 0 0
0 1 0
1 1 1

� ~ ~ ~B
-1

v y
w z

B ´   1.1���    (K o B s).  Y o o ós   ´  s s´ ´ ´ ´������ ���� �� � � ���� � � �� � �������� � �� �������������

��������� ��� �� �� ������ ���������´ ´ ´s  s – s s.

 c(1,2)  (c   z )   c(1,2)  P(1,2) – ~ c ~ c ~j i
3 4�

    4 — ( 8  , 2  , 0 ) –1   4  6   2 < 0
0

18 9 ~ c ~ c

E  o  c(1,2)   ó,   B     . H   (1,2)    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´–����� � ����� ������� � ��� ����� �������� ��������� 
 ���������� ��� ����0

(      ó   s Simplex).´ ´ ´ ´�� ����� ������ ��������� ���� �� ���� ��������� ��

3
4



KATEXAKH   M. N.      YNAMIKO   POPAMMATIMO' " ' & '

B ´    1.2.���    (K o ó s).  E´������ ����� ���� �� 

 P(1,2)  B P(1,2)         
–

1 0 0   1   1
0 1 0 1 1
1 1 1   0   0

P(1,2)

P(1,2)

P(1,2)

~ ~ ~ ~c c–1

1

2

3

v y v y v y v y
w z w z w z w z .

H  o   ó     ´ ´ ´ ´��������� � � ��������� �� �� ���� ����� �

 j  :      min              ,
P(1,2) >0

r

i

~ ~ ~D Eb b
– –

P(1,2) P(1,2)
 1 
1

i 1

i 1

���´ :  (x ) (1,3) .B r  ~ 
 5

N o o o ´  ´ :  { (1,2) , (2,3) , (3,4)} .´ ´� ��� � ����� � �������� � 
 
 


N os s s  o´ ´ ´ ´� ������ ���� �����

B         B      b   

  1   0 0 1 0 0 1
1   1 0 1 1 0 2

  0   1 1 1 1 1 3
1

-1
1~ ~ ~c

cv y v y v y
w z w z w z�� ���

1� � � ��� � �� � ��� � ��������� ��o o   o ó   2   s Simplex.´ ´

B ´  1.3���  Y o o ós o ´  Simplex.� � ���� 1 ����������� �

     c B    [  4  , 2  , 0 ]      [ 6  , 2  , 0 ]

1 0 0
1 1 0
1 1 1

� ~ ~ ~B
-1

v y
w z

B ´   2.1���    (K o B s).  Y o o ós   ´  s s´ ´ ´ ´������ ���� �� � � ���� � � �� � �������� � �� ����������������

��������� ��� �� �� ������ ���������´ ´ ´s  s  s s.

 c(1,3)  c(1,3)  P(1,3)  8  ( 6  , 2  , 0 )     0   8  6  2 > 0 .~ c ~ c ~ c ~� 8 9
   1

1c

E  o  c(1,3)    ó,   B    . O  o s ( s) s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´–����� � ����� �� ������� � ����� �������� � ������ ��� �������� ���� � �1

����� � �������� � ����� � ���´  ´   o  s´ ´

 (  (1,2) , (2,3) , (3,4))  (1,2,3)
 
 
* * * ~

��� � �������� � ������ �� �������� �� �� ���� ��� � ������ ���   o  o  o    (1,2) , (2,3)   o, ó, os  (3.4).´ ´ ´ ´ ´

1����������´ s 1.     O s o   , o o s s s s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� �� ��� ��� ����������� � ����� ������ ��� ������ ������

��������� �� ��� �� �� ������� �� ������ ��� ��� ��� � ����� � ����� � �������� �´ ´ ´ ´ ´ ´s o   o   o   o o ´  ´  ´   

{ (x,k)}  (  o  s s o ´ s  B(x,k))    ´     x    ó s s´ ´ ´ ´ ´
 � �� ������ �� ������ � � �� ����  ��� � ��������� �� ��������� �� ��
#

���������� ��� ��� ��� ���� �� ������� ��� � � 2� ��� ��� ��´ ´ ´ ´ ´s,  .  x 1,2,3      x     ó o  k  D(x) .    o
–

~ �
���� �� ���� ������ ���� ��� � ������ � ������ � �� � � � ����� � � ������o  s o   o  o    ,    (x)  k ,  ó o   k    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´– – ~
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�� ���� �� ��� ��  ��� 
 ����� ������ ��������� ���� �������� ��ó  o  D(x)  o  ´   (x,k)    . E  ó 
–

´ ´ ´ ´ ´
��������� ��� �� � �� � �� �� �� �� �� �� ���� � ��� ������ ��� �� 2����������� �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´o  ó  ó o  o   o  ó   ó o   o .   
��� � ����� �� � ��������� 
 ���������� ��� ���� � �� � ��������� � � �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´o o o s Simplex    (x ,k )    , ó    o   0 0

�� ����� � 
 � � ������ ���� ���� ���� ��������� �����    (x ,k)  o  o      x   ( ;).´ ´ ´ ´ ´0 0

2.  To    o o o   o ´  Simplex  o o  o   1  s ó o´ ´ ´ ´ ´���� �� � ���� � � � � ����������� � ����� �� ����� �� � ���� �� ��� � �
� � ���� ��� � �� ������� � �� � � � � � ����� � 1��������� �� � ���� � � o ´  o  o ´ o  o ´ .  , o o o ós o´ ´
��������� � ����� ������ �� ����� �� �� ���� � � �������� � � ���� �� �´ ´ ´ ´ ´ ´os    c B     o os    o  os  ´  ~ B

-1

  B  c   � ~ B

� � � � � �� ����� �� � ��� �� ���� ���� �� � ���o o o o ó  s o  o s s s  B    o´ ´ ´ ´ ´ ´

 (x)  ( (x))  c(x, (x))  x  1, 2– –  � � � �c ~ ~

 (3)  0� ~

ó o  { (x) , x 1,2,3}  o o   o  o  o     B .  A   (x) w(x) ,  ó o  o  – ´ ´ ´ ´� � � ��
 �� �� � ������ � � ������ ���� ��� ���� �� � � � �~ ~
w(x)     ´  o o   o  ( ).´ ´ ´ ´ –����� � ��������� ��� � ������ �� ��� ���� � ������ � h

3.  To B   1  s Simplex  o o  o B   2  s ó o   o ´  o´ ´ ´ ´ ´��� �� ����� �� ����� �� � ��� �� ��� � � � � ���� ��� � �� ������� �
�� � � � � � ����� � 1��������� ��� ���� ��� �� ������ ��������� 
 �� ���o ´ o  o ´ .  ,      –    ,  (x,y),  o :´ ´ ´ ´ ´

 c(x,y)  c(x,y)  A (x,y)  c(x,y)  (x) + (y) – ~ c ~ c ~� � �

   c(x,y) + w(y)  w(x)  w(x,y).~ c ~ -

-����� � �� � ����� ����� � ���������� � �� � �� ����� �� � �� �� � � ����´ ´ ´ ´ ´ ´ o   o  ( o ) s ó o s s Simplex  o   s o ó s
����� � - �� ��� � � - 1 1´ o   w(x,y)  s ó o  . . .

4.  O     o o  o ´  o  o ´ o  o ´  o´ ´ ´��� ������� �� ��� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � � � � ����� � �
�� ����� ��� �������� �� ��� ���� �� �� �� ����� � � ����� -ó   1.1  ( . 12–15),      ó s s o s o    w (x,y) < 0.´ ´ ´ ´ ´ (0)

M o o       ó o ó , o ó   ó   o´ ´ ´ ´ ´� � ����� ������ �� ������ ������� ��� � � �� ���� � �� �� �����
 ����� ������� ��
��� ���� ��� �� ���� ��� ��� �������� ���� 2 ���� ��� ������ �� �� ������ �� �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´    o    . '        ( o
�� ������� ����������� ���� ��� �� ��� ��� � 2�� �� �� ������ �� �� ��� ����s  s) o    o o Simplex.  ´   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ��� �� ��� � ��� �� ���� � �� �� ���� ���� ������� ��� �� ������ �� ��� ����o    o  s Simplex,  o o     o   o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������� �� ��� � �� �� ��� �� � �� ������ ��������� ��� ����� � ��� ���� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó ,  ó   ó s o   s s. A    ó  Simplex 
block-pivoting.

5.  To o  ó  o  o o  o   o  o ó  s  ´ ´ ´ ´�� ��� � �� ����� ������� � �� ���������� � � � ������ ���� �� �� ����� ��
E ó s 2  ´�� �� �����

(max) z  1  (1) + 1  (2) + 1  (3)~ h h h� � �

���� ���� �o o´

 (1)   (2)                 4 ,� �c �
 (1)                   (3)   8 ,� �c �
       (2) (3)  2 ,� �c �
      (3)   0 .� ~

-�� ��� � �� � �� � ��� �� �� ��� ��� � �� �����  �� �� �� ��������� �o o  ó   (3) 0 ,  o o   o   o ó  s os s o s  (1)  ´ ´ ´ ´~
��� � ���� �� ����� � ���� � � � ������� ���� �� �� ��� � ���� ��  (2) .  H o  ´  ´  o    E ó   3    o   F.´ ´ ´ ´

       2
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                                         (6,2)

      (0,0)       1

E ó   3�� ��

1������ ��� � �� � �� �� ��� � ������� �� ������ ���� � ������ ���� � � �o  o ó  ó   i) To o  ó ó   o     ( (1), (2)) ´ ´ ´ ´ ´ * * *~
~  (6,2) .  E o  ,  ´����� �

 (1)  v(1) ,  (2)  v(2).� �* *~ ~

ii) H  o   ó o s o o s o  o o o  o   ó s o o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�������� � ������ ������� �� � � ���� ���� � � � � � ���� �� ��� �� ���� �� �����
� ��� ������������ �� � � ���*,     ó o s  (1,2)    (2,3).´

iii) To o  ó   o    o o  (6,2)   o o o  s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� � �� ����� ���� � ������ �������� ���� � ����� ��� � ������ �� ���� � �
��������� � � � �� ������������� ��������� �� ����������� ���������� �� ���´   (1) , (2) ,  s s s  z   ( o o  o´ ´ ´ ´ ´
����� � � �� � � � ��� � � ����� ���� ���� ��� ������� ��� �� �´ ´ ´ ´  (1) (2) 1), ó o   (1) > 0    (2) > 0 .  H o ó     o o~ ~
ó     o    o   (x)      o . . .,   o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �� ������ �� ������� ��� �� ������ �� �� � �� ����� ��� �� � ����� 1 � �� ��� ���
� ��� � � �� �� ������ � ������������� ��������� � �� ��� � ������(1) 0    (2) 1 ,  ó  o      z´ (2) ,  o  o s´ ´ ´ ´ ´~ ~ ~

�������� ����� ��� ������������ �� �� ������ �� � ��� � ��� � � � �� �´ ´ ´ ´ ´ ´s s,   o    s o s  ( (1),2) ,    (1)  6 .  E  o o s,
#

�
� ���� �� ������ ���� �� ���������� �� ��� � � � ������� � ���� �  s s s  (v(1),v(2))  (6,2)   o o o   .´ ´ ´ ´ ´ ´ ´~

O s o   s  o o   o ó ó   ó  o.´ ´ ´ ´�� � ������� ����������� �� �� ����� �� ��� � ����� �� ����� �� �� ���� ��������

iv) E s ós ó os   o   o   o  o  o o´ ´ ´ ´ ´�� ��� �� � ��� �� ���� ��� �� ���� ��� �� �� ������� ������� � �� ���������� �
�� � ��� � � �����
 ��� ����� ������� s o s o  o   o .´ ´ ´ ´

-    Y    I    K    O                 (min)

1 �������� 
 
 
 
 2���� -��� ���       M ´s (1,2) (1,3) (2,4) (3,4) ´ o ´ os´
P  1 1 0 0  (1)�(1) ~ �
6
T (2)  1 0   1 0  (2)� c ~ �
E
Y (3)  0 1 1 1  (3)� c c ~ �
O
N ´     2���� � � � ~
(max)
     c(1,2)     c(1,3)     c(2,3)          0- ��.M´ os

3.  To o o  .´ ´,���� 1� �����

3.1.  E o ´´���� ��� 1���������.   H o os o  o  o o  o  ´ ´ ´ ´��� � � � ������� � �� ���������� � �� ��� ��

������ � ����� ��� ��� ���� �� ������ � � �� �� ����� � �� � �� ����� � � �� ��� ���o o     o  o  o ´  ó o ó   1.1  o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� �� ���� ������ 2�� �� � ���� ��� ������ �� ����� � �� ������ � � �� ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´  o .   ´ o    ó ´  o , s o
� �� ����� �� �� ��o ó  s E ó s 4.

       2
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   3   1      2   1 E ó   4�� ��

       5

E   o   os  ó  ´ ,  o o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´���������� �� ��������� ��� ���� ��� � � ����� �� � ��� � ��� � 
�� ���� ����� ��
�� ��� �� ����� �� ����� �� ������� � ��� � � � ���� �� �� � ����� � �� ��� �����o   o  ( o s) o  o s o   ( o ) o o ( ó o)  1   ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� � � �� ��� ����� �� ����´ ´ ´o,  o  o o  ó  5  .

,�� �� ��� ��� ��� �� �������� ����� �� �� ����� �� ��� �� ����� ��� � �� � ��� �� ��  o o    o  o o s ó s  4 ,   o o  o  ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ���� ������ �� ��� ��� �� �� �� �� � � � � � �� ��� �� � � � ����� ����� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´    o  ' ó  s, ó  ó o o  ó o  o  o o o ó , 
����� ��� � ��� ��� ������ �� �� �� ��� ��� � �� �����´ ´ ´s  o E  o o  o  o  o ó� �� ������ �� �� ��� ��o  ´  s o ´ o .  ´
�� ����� �� ������� � ��� � � � ������������ ���� ��� ��� ��s o s o  o s o    s ó .´ ´ ´ ´ ´

   [9]    [8]    [7]    [3]    [3]   [0]
     3     3    3    3    3     
  0,1   1,1   2,1   3,1   4,1   5,1

     5     5    5    5    5

            2      2      2       2

          1    1    1    1
    1,2   2,2   3,2   4,2   5,2

      [4]    [3]    [2]    [1]    [0]
    S   D   S    D   S     D    S    D    S    D    S0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5

E ó   5�� ��

2��� ������� ��� �� �� ��� �� ��� �� � � � �� � ��� �� ���� ������  ó  o   o   ó   S  , S  , S  , S  , S  , S  ,   s o s´ ´ ´ ´0 1 2 3 4 5

�� ���� ���� � � � ������ ����� �o ´s o o s ( ´  ´ ) o´´   t 0,1,2, ,5. O  ó o  o o o  S    o   ó o ,´ ´~ Ã � � �� � �� ��� � ����� � � �� �0

�� ����� � �� ��� � � � ��� �� ���� ��
 �� �� ��´ o  o o o  S   o    T  o   D  , 0  t  4, o o  ó s s´ ´ ´ ´5 t�������� �o´. � �
������ �� ����� ��� ���� �� �� ���� ���� � � � ������ �� ����� �� � � ��´ ´ ´ ´ ´ ´s o s s o s o s ó o s. O  s o s o  ó o  (t,x)  
���� ��
 ���� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��o o    D(x) .  E , o  ó   D(1)  {(1,1) , (1,2)} ,  D(2)  {(2,1) , (2,2)} .  A o  ´ ´ ´~ ~
��� ������ �� �� ������ � ��� ��� ����� � ���� ���� ��� �� �� ����� �� � � �� ,  o o o  s o o ó  D(x)   s o s o  ó o  x ,  ´ ´ ´ ´

–

ó s  o o o o ó .´ ´� ������� �� �� �� ���� �� �����

1������ ��� �� �� ���� ����� �� � � �� �������� �� ���� ��� �� ����� �� ��� ��o  ó    o  o  o  ó  5    o o s ó s  4 ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� � ��� �� ������ ���� ��� ��� ����� �� ��� �� ����� �� ��� �� ��� ������� ���o o   o o   o   o o s ó s  5 .  To o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
������� ��� �� ����� �� �� ������� �� ����� ���� �� �������� ��� �� ��������� ��´ ´ ´ ´ ´ ó   ó  s   ó   o  s s ós
�������� ���� �� �� � -����� � ������� ���������� �� � � ��������´ ´ ´ ´ ´ ´os  o ó o.       o  os)������ ��������´  ( ´

�� � �� �� ����� ���������� �� ��� ������ ��� ����� �� ���� ��´  ´    (  s   ) .  K  o   ´ ´ ´ ´ ´ ´������� ����� ����
# o s ´

� ��� � � � � � � � �o   l  x  (x ) x  (x )   x  (x ) x  (x ) x  (x ) x  ,  ó o   (x )  D (x ).´ ~ �0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 i i

O o    s o s ( o os s) s s´ ´ ´ ´��
 ��� ��� �� ����� �� � ��� ��  �������´  

 w(l)  c( (x )) + c( (x ))  +  +  c( (x ))  (1)~ Ã� � �0 1 4

� �� ������´ ´ o

 w(l)   c( (x )) + c(x ) ,  (2)^~ �4

t=0

t 5�

ó o   c     o    o   D   ( )   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ����� ��� ��������� ������� ��� ��� ��� �� ���� ��� ������� ���������t

���� �� � �� � �������� �´ o os o o s, o ´´ �� � ����� ��������� ��� �� ��� ������� ���������´   c     o  x      ^ ´ ´ ´ ´ ´5

� �� �o o s. ´  o o ó  s  .  5  o  ó   c(x)  0 ,  x  1,2.´ ´ ^2� ����������� �� ����� �� ��� �� �� �� ~ ~
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M  s ´ s o  o  o  o s o ó   1.1 ,   o o  o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� �� �� ��� � � �� ��� �� ������ ��� ��� � �� ����� ����� ��� � �� �� ��� �� ����
��� � �� ����� �� ��� �� � ��� � �������� �� ��� ��� �� ������� ��� ���� ���� �� o ó  s ó s  4 .  A  o os     o ,    ´ ´ ´ ´ ´
�� ������ ��� ������ � �� �� ��� ��� �� ���� ������� ��� �������� ��� �o    “ ó" ó o  3  o os,   o   ó o o  x   {3}  ´ ´ ´ ´ ´ ´ 6 ~
�� ��� � � ��������� ����� ��� ��� ������� �� ����� �� ����  ó o  ( o),   3 ,   “ s" o s  (1,3) , (2,3) ,     c(1,3)  ´ ´ ´ ´ ´ ~
c(2,3)  0 .  To  ó ó s    o,   o o  s s  v(x) ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´~ �������� ��� � ���� ��� ����� ��������� ����� �� ��� ��� �� ����
~ � 0   x  S  .  X o o ´ s   o   o ó ´ ´ ´��� ����� � � ��� �� ������������ � � ���������� �� ����� ��� ����������5

1.1,  o o   o    o o s s s´ ´ ´ ´ ´�� � ��� �� ���� ��� ��� ���� �� ������� � ����  ���

 v(t,x)     min {c(x, (x)) + v(t +1, (x))} , x  S ,    t  0,1, ,4 (3)
(x) D(x)

– – ~ � ~ Ã
��

� � t

 v(5,x)  0 ,  x  S  . (4)~ � 5

2��� ��� �� ����� �� � � � �� � ��� ���� � ���� ��� ������ � � ��������� � ó   5 ,   ó o s ó o s, o  o  s  v(t,x)  ós  ´    ´ ´ ´ ´
[ ] .  E  o  ´ s o o os, ó   v(0,1)  9 ,    1  S  ,    ó   ó´ ´��� ����� ��� ����� ��� �� � ��� �� ��� ��� �� � � ��~ � 0

�������� ����� �� ����� � ����� ��´ ´ ´ ´ o    o
l   1 (1,2) 2 (2,2) 2 (2,2) 2 (3,2) 2 (4,2) 2.0 ~

O ó os s, o ó ,   o ós ó ó  o  o o   o ó   ´ ´ ´�� � ���� � �� � ��� ����� ���� ����� �� ��� � � � ������ � ������ ��� � �� �����
1.1 .     s ó  o  ´   o  s o s s o   ´ ´ ´ ´ ´ ´.� ���� ���� �������� ��� � � ����� ��� �� � ������� �� ���� �� ����� � � ���� ���
������� � � � ������ ��� � �� ����� ����
 ��� � �� ����� ����� � ��´ ´ ´ ´ ´ o , ó s   o ó   1.1.    E o  o ó   3.1 ,   o o
�� ����� ��� � �� ��� � ���� ��� � ����� �� ����� � � ������� � �� ���������� � ��o   o  ó o o  o ó ó  o  o  o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ��� ������� �������� ��� ������ �� � � ���������� � ��
 ���o o     o  o  o o .´ ´ ´ ´ ´

.� ����� ��� � �� � ���� �� � ��� ��� �� ����� �� ����� � � ��������� ���� ���� o  o ó ,  o o  o ó ó , o  o o ó,´ ´ ´
������ � � ��� � �� ����� ��� ����������o o ´ s o ó   3.1   .´

2��� ����o os    1.  ´ ,�� � � �� � ���� �� ��������� ���� ��� � �� ����� �� ��� o  o o ó s s s  v( )   o ó  ó o,´ ´ h

����� ��������� �� ��� ����� � �� ������ �� �� ��� �� ����� � ��� � � �´ ´ ´ ´ ´ ´ o  ó  ó   s o o   o os o    (5o ´ o��
 ���
���� � � �� ������ � �� ������ �� �� ������� �� ��� ���� � � ��
 ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o os) , o , ó   o   o   o  o o . To o
������������� �� � �� � ��� ��� � � � �� � �� ��� � ��� � �� ���� ��´ ´ ´ ´  o  o o o   (t,x)  o s ó o s o o o  S  ,    (t, )    ot

��� � ��� � ������ ���� �� ��������´ ´ ´ ´o o  D  , t 1, ,5. E     t ~ Ã

 v (t,x)   min {c((t,x), ) + v(t+1,  (x))} , (5)
– D(x)

–
– –~

��
� �

 v(5,x)  0 . (6)~

2.   E  P o ó ó   o s ´ o s   S    o   D   t 0, ,5 ´ ´ ´�� � ����� �� ����� ��� �� � � � � ��������� � ��� �� ���� �t t  , ~ Ã
.  o o    P(t,x)  o ó  s s o s o  o s o o  ó o  x ´ ´ ´ ´ ´2��� ��
 ��� �� � �� ����� ������ �� ����� �� ������� � ��� � �� � � � ��
�  S   ( o  o  ó o  (t,x))  o ó o o  S  .  To ó   P(t,x)   s s´ ´ ´ ´t 5�� ������ � � � �� �� �������� ��� � �� ����� ����� �� ����
� ��� �� � ���� ��� ��� � �� �� ������� �� � �� �� �������� � �o s  o  P ,    o o  ó  o  o o  P      ´ ´ ´ ´ ´���� ���o o,´
��� � � ��� �� ������� �� � � ��� ���� � �ó   S ,D , S ,D , , S D  ,       S  , D     {x} , D(x) .  H  o´ ´0 0 1 1 t-1 t-1 t tÃ ,

�� �� ������ ��� ����� ��� �� ��� �� ��� ���� 1������ ��� � �� � �� ���o o os  P(t,x)    o  o o    v(t,x) .  o  o ó  ó  ó´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� ��� ���� �� ������ ���� �� ������ ��� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o    s s s o s os  ,  o  o  o ó
� �� ��� �� ���� ���� �� �� �� �������o  o  o   o o :  P(4,x) x S  ,  P(3,x) x S  ,   ,  P(1,x) x S  ,  P (0,1) .´ ´ ´ � � Ã �4 3 1

-����� � �� ��� � ����� �� ������ ����� � ���� ���� ��� � �� ���´ ´ ´  o  P     o ó  o o  ´   ó  o -��
 ��� ����´ o  ´
��� �´ .

3.  H  ´   v( )   o   o o o  ó   ´ ´ ´ ´ ´��������� ��� � ����� ������� ��� �� ��� � � � � �� �h
 S  S   S     S .~ r r Ã r0 1 5

2� ���� ��� �� � ��� �� ��� ��� ��� ��������� ��� � ��� �� ��� � � � ��� � o  o o   o o    ´   u( , )   o o o  ´´ ´ ´ ´ ´ ´h h
( o )´�� ���� �
 D  D   D     D~ r r Ã r0 1 5

 ���s s´
 u(x, )  c(x, ) + v( )   x  S S ,    D(x)  (7)� � � �~ D � c �5

X o o ´ s    u( )  o o   o      o ´ s s´ ´ ´ ´ ´����� � � ��� �� ��������� �� � ��� �� ���� ��� �� ������ ���� �� �� �� ���� ���  h
���́s
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 v(x)  0  x S   (8)~ � 5

 u(x, )  c(x, ) + v( )  x , D(x)  (9)–� � � �~ D �
 v(x)     min  u(x, )   x  S S   (10)

D(x)
~ � c

��
� 5

3.2  O os o  o ´   o ´ os .´���� � � ,���� � 1� ������    E  ´     o o  o ó´ ´ ´������ � �� �� ���� �� ��� ��� � �����

�� ����� ����� � ������� � �������� � �� �� ��� ������� �������� ������ ��� �� ���ó  o  ´    o o   ,   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���������� ��
 ��� �� ��
���� �� �� ������� �� �����´ ´ ´ ´ ´ ´o o o . To o o  ó    o .

1o   To s   S  , S  ,  , S  ,  ó o   n+1   s ós os, o´ ´ ´� � � � ����� ��� �� �� ������ �� � � ��������� �´ o s ´ 0 1 n+1Ã
��� � � ��
 ��� ������ ��� ����� � � � � � � ������ ���´ ´ ´ ´ ´os o  o o .  S   ( o   S )  o  ´ o   ( o   )0 n+1 ����� � �������� �´ ´ 
��������� �´ .

2o   T    o ó o  o   o  s´ ´ ´� �� ������ � �������� � � ��
�� �� ����� �� ��-������� � � ��������´  o  ´ os, 
��������� � � �������� � � ������ ��� �� ������� � � �� ���� � � � ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´s o  os ( ó o s)  o   o  o  o .
2����������� ��� ���� ��������� ����� �� �� ��� ��� �� � �´ ´ ´ ´ ´ ´,     x  S  ,  0  t  n ,  o   o   D(x)  o� � �t

������ �� �� �� ������ ��������� �� ����� ���� ��������� ��� � � ��
����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o  ó s s s ( s) o s    x .  To o o  D(x)  o o
����� �� ���� � � � �� ���� �´  o ´ os o ´  ´ o  x ,  ´  o  D    D(x)  o   o

x S
´ ´�� �� � ����� ��� �� �� ����t

t

~ r
�

���� �´o o t ,  0 t  n.� �

K  ó  ( os)  (x, ) ,    D(x)  D  ,  0  t  n ,  o    ´ ´ ´ ´��� �� ���� ��� � � ��
�� ��� ��������� ����� � � �t � ������o ´  
o o    o    s ó s o s ó o . To o ós ó  ´ ´ ´ ´ ´� �� �� ���������� � ������� ���� ���� �� �� ���� �� ���� ���� � � ��� � �� �
�� ���� � �� ��� ��
�� ��� ��������� ���� �� ���� �� ���� ���� � � ��
����ó   (x, )  o o     ó  o  o o, o o´ ´ ´ ´ ´
�� ��� ������� ��������o o ´  ´  ������ � � ��������´ ´ o  os.

3o    T     c (x, ) ,  x S  , D(x) , 0 t n ,   ´ ´– – –
� � ��������� � � ��� ��� ������������� �� � �� �´ o os o o s´ t t� � � �

�������� � � �� �o ´  o o s´   c(x), x S .^ � n+1

1����������´ s   1. O  ´ o    S o  D     o  ´ ´ ´ ´ ´� � � � ��������� � ���� � ���� ����������� ��� �� ���t t    ��� ��

�� ������� ��� � � �� ��� ��� ��������� 2� ����� �� ����� ������� ��� �� ����� �o   1.1    1.2  o  o   . o ó ó  o  o o s´ ´ ´ ´ ´ ´
� � � � � �� ����� ����� � �� ����� �� ��� �� � � s � �� ����� � �� �� � � � � �´ o s, . .   S , D    ó    o o  o      o ´  ó  ´  ( . .´ ´ ´ ´t t

n

� � � ��������� �´  ).´

2. o ó ó  o    o os ó o s   o o ó o  ´ ´ ´ ´2� ����� �� ����� ������� ��� ��� ��������� ���� �� � �� � �� ��������� �� � �� �
t ,   ó  c (x, ).´ –�� ��� ������� �t

3.  o   1.1 , 1.2   ó   (x, )    o  os,     o´ ´ ´ ´ ´ ´2�� �� ������� � �� ���� � ���� ���� ���� ����� ��� ��� ���� � �������� � �
�������� ��� ��
 ���  ��� �� � �� � 2� ����� �� ����� ��� 
�����´ ´ ´os o ó  s s:   x x ,  ó   x (x) .  o ó ó  ´s –

t t+1~ ~
� ��������� �� �� �� �� �� � � ��� ��   x     ó  ´   x x  s´ t+1 t�� ��� ��
���� �� � ����� �� �o o ´   o o o o´ ´ ~
�� ���� � � � ����� ��� ���� ��������� ��� �� � ��� �� ���� ���ó s    o  o     x .  E  o o   o´ ´ ´ ´

 x   g (x, ) ,  t+1 t~ �

��� �� ��� ���������� ������� �� � � � � � ��� ������ �� s s  g ( ) ,  o s o s ´ o s  S D  ,  0 t  n .  E o   o´ ´ ´ ´ ´t t th d � �
�� ����� � �� � � ��� �� �������� ��� �� �������� � � ��������o o s ó o s   o    o  os:´ ´ ´ ´

 ( )   x   ,   D(x ),� � �t+1 t t t~ �

���

 ( )   x   g (x , ),   D (x ).� � �t+1 t t t t t t~ �

4.  o ó  ó o o   S   {1} .  E  ó s ó ,   o o  o o , ó  ´ ´ ´ ´2� �� ����� �� ��� �� ��� ��� � � ��� ��� ����� ��� � �� � � ��� �� �o ~
���� ��� � � ��� �� ��� �� ����� ���� ��� �� ���� � � �� ������ �� ��� ��� ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o o o  o   o     o  o os  o   ´ o
����� � ��������� � � ��� � 2 ���� ��� ������ �� � 
�� ���� ����� �� �� ��� ��´   o o o  {1,2} .  '    o o o   o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ����� �� � � �� ��� ����� �� ���� � � �� �� ��� ������ ��������� � � � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s ( o s o  o o  o 5 ) o  o     o  ó o  1 ,  
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��� ��� ������ � � �� �� ��� ������ ��������� � � � �� ���� ���� � ��� �� �� ��´s  s o  o     o  ó o  2.  E s,  ó   -´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ��� �� ������� ��� � �� � ������ ��������� ��� ����� �� ��� ���� ��
���� �� ���o  o   o o       ,  o  ó ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ��� ������ ����� �� ��� ��´ ´ ´ ´  o   o  S  .0

1 ������ ��� � ���o s  T o ´s.  #
 E  o o   D,E .  M  ó    ,  o    o  x  o   D  ´ ´ ´ ´�� �� ��� �� �� ����� ���� 4 � � �� ���� ����� � �

������ ���� ��� �� ��� � 4 � � � ��
���� ������ ���� � � �� �� ��������� �o   o o o  (x)  o   E  o o  o  o   D  o  E .  M      ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� � �� �� ��� ��� ���� � 4 � ��
���� �� 4ó o  D  o  E ,    ó   (x) (x)  x D ,  o o   s  .´� D � ���� ��o ´

2� ����� �� ����� � � ������� � �� ���������� � �� ��� ��� ������ ���� � � ��
���� ��o ó ó  o  o  o o  o   o  o  o  o´ ´ ´ ´ ´
�� ��� �� ����� �� ���� � ������ �� � �� o – s o   D(x) ,  x S S  ,   ó o  S S   o  D  D    D .´ ´ ´ ´� c c ~ r Ãn+1 n+1 0 n

M  o   ( )  s  o s o o   (   ).´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ���� �� � �� ������� ������ ���� � ��
���� � ���� ����������h ���� � ������´  o ´

X o o ´ s   o   ( )  o    o  os  l  x  ,  , x  , ´ ´ ´ ´����� � � ��� ��� ���� � ������ � ����� ��� ��� � � �������� �h ~�� ���o ´ 0 0 1

� � � � � �1 n n n+1 t+1 t t t t t t t ,  , x  ,  , x  ,  ó o   x   g (x , ) ,  x S  ,  D(x ).Ã ~ � �

2� ���� �� ���� ���� � ���� ��
�� ��� ��� ��� ��������� � ��� ��� ��� �� ����  o  o o  t ,  x   o   o   ,     o  ó  ,  h  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´t t t

~ Ã ~ Ã x  ,  ,  , x  ,  , x     o  os  f   x  ,  ,  , x  ,  , x  o´0 0 t-1 t-1 t t t+1 t+1 n n n+1� � ��� � � �������� ��� � � ���� ���o ´
���� �´ o  � � ��������o  os.´

M  o   s ó s   o  o s   o  o o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ������ ����� ��� ��� �� ��� �� ����� ��� �� ����� �� ���� �� ���� ���� � ��� �� ����
��������� � ��´  ( ó o).

Y o  o o  ó o   o o  o s. O o ós ó os   o  ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� � �� � �� � � �� ��� ��� � ������ �� ����� �� � ����� �� �� ��� ��� �� ��
���� �� ���� ���� � ������ ��� ��� �� ���� � ������ ��� �� �� �� � � ���´ ´ ´ ´ ´ o  o o  t  o   ó    ,  o s ' ó  ó  ó o t

��������� � � �������� ���� �� ��� ��� ��� ��� ��� � ������ � ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ o  os  x  ,   ó   o   h  .  E   o      t t

��������� � � �� ���� ��� ��� � � ������ ���� ��� � ������ �� ����´ ´ ´ ´ ´ o    o   h   x  ,  ,  , x  ,  , x   o   o  ó   t 0 0 t–1 t–1 t~ Ã
� � �� � ������ � ��
���� �� � � ������ ��� ��t t t t  (ht)  D(x ). M  o  o o        (h )  (t,x ),  o ó s´ ´ ´~ � ~M o ´ ��� �����
���� �� �� � � � � ������ ���� � �� ����� ��� ��������� �� �� ��� ��� ��� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o  o o o o  o  o s   ó ó   o   ó o
�� ��� ��� ��� ��������� ��� ��� �� ���� ���� � � ������ � ������ �� � �ó  o    x     o  o o  t .  A  o   ó   (h ) (x ) ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´t t t~
������ � ����� �� �� ���� ��� ��
���� �� ��� ��� ��� ��������� � � � �� � � �������´ ´ ´ ´ ´ ´  o  ó  o  o  o  , ó o ó    ( )  h
������� �������´ . ´ s     o o    o s  o  s´ ´ ´ ´ ´ ´,�� ��������� �� �� ��� ������� �������� � ������ ����� � ����
� ������o s.´

E     o o o  o ´  ,    o o o  M o ´     o o o ´ ´ ´�� 1 � ��� � � � � ����� � 1 � ��� � � � ��� ���� � ��� 1 � ��� � � �M 2

������ � � ����� � ���� �� ���� �� 1 1 1´ ´ ´ o ´ . E  o s ó :       .2 � �M

3.3 .  H  E ´  B o o´ s .   ��� �� ������ � ���� As o  o ó ó  o   ´ ´�� ��� ��� � ����� �� ����� � � ���������� ����

��������´ o  (3.2)

(min)   w  c (x , ) +  c(x )^~ �n

t=0
t t t n+1�

�������� ������ � �´ ´           x   ,    x   S  ,    D (x ) ,    t 0,1, , n –
t+1 t t t t t t~ � � ~ Ã

������ ����´ ´                    X   {x }  . 0 0~

To ó  ó o o o    P(x ) .´�� ����� ��� � ���� ��
 ��� �� 0

H      o  P(x )   o o o  o  o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�������� ���� ��� �� ���� � � �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ����
����0

�� �� �� ��� ��� � ��� ��� �� ����� �� ��� �� ������ �� ������ �o  o  o P(xo)   ó  s s o o s o   P(k,x) .´ ´ ´ ´ ´

(min)   w  c (x , )  +  c(x )^~ �n

t=k
t t t n+1�

�������� ������ �´ ´           x   , t k,k+1, , n –
t+1 t~ ~ Ã

  x   S  ,      D (x ),  t k,k+1, , n.t t t t t� � ~ Ã�
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������ ����´ ´                    x   x. k ~

2� � ������� ���� � �� ��� �������� �� �����
 ��� �� �������� ������ � � ��������o s  o o s o     o     o  os´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� � � ����� � � � � � ����� � ����� ����� � � ��� � � �� �� �����´ ´ ´ ´ ´ ´  :   x    ,  ó o      o ó o o  o s   .  E s o os– –

t+1 t t t~
�� � � � �� ������ � ��� ��� ������� ����� � �� �� ��� ��� �� ����� �� ����������ó os o   o o o  ,  o  o  ó  o  s  ´ ´ ´ ´ ´ ´
g g (x , )  o   x   g (x , ).´t t t t t+1 t t t~ ~� ���� � � �

As o o  ó   o   P(k,x)  o  s s    x S       k ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� �� �� ������� �� �� �������� ����� ��� ���� ��� ��� ����� t

0  k  n .  To  o   o ´ s,  ó    o   P(x )   ´ ´ ´ ´ ´� � ������� �� ������� ����� �� ���� �� ���� ����� ��� �� ���� � � �� ��0

��� � � � -������ � 1� ���������� �´ ´ ´o o o  o  o o .

/����´   1.  E   {  , t k, , n}    o o  o   o ó   P(k,x) ,  ´ ´ ´�� � ��� �������� �� � ���� �� ���� � ��� � �� �����*
t ~ Ã

��� ��� � ������ ��� �������� �� ��� �� ��� ���� �   {x  , t k, , n+1}   o    o . Tó     m  {k, ,n}  ´ ´ ´ ´ ´*
t ~ Ã � Ã

�� � ���� � � �� ���� � � ����� ��� �������� � ������ ��� � �� �����o o   o   {  ,  t m,m+1, ,n}     o   o ó   ´ ´ ´ ´ ´*
t ~ Ã

P(m,x ).*
m

A o .´� �����   As o o  o o, ó    o o  m>k  o o, ´   o´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� � ������� �� ������ ������� ��� � ��� �  ��� ��� �

�� ����� �� � ��� �� �� ��� ��� � ������ � �� ������ ��� �� ���ó   P(m,x )  o o   o   o   {  ,  m t n} ,   o  o   {x  ,  ´ ´ ´ ´ ´~ ~*
m t t� �

m  t n+1}   ´ :´� � ����  ���

 c (x , ) + c(x )      c (x , ) + c(x )  (1)~ ~~ ^ ^� �n n

t=m t=m
t t t n+1 t

* * *
t t n+1� ��

As o  ´   o   { ,  k t n} ,   o  o     {x , k t n+1} ,   o´ ´ ´ ´^ ^�� ��� ��� � �� ��� � ������ � �� ������ ��� �� ��� ��� �t t� � � �
�� ����� � � ��
����  ���ó   P(k,x ) ,  o  o  s s´ ´*

�

   , t k,k+1, ,m 1�*
t ~ Ã c

                             (2)�̂t ~ H
   , t m,m+1, , n~�t ~ Ã

1������ ��� �� ������� ���� �� � ����������� ��o  ó  o  o ós s  {  ,  k t n}   ó´ ´ ´^
t � �

  x , t k,k+1, ,m 1*
t ~ Ã c

 x                         (3)^
t ~ H

  x , t m,m+1, ,n+1~
t ~ Ã

E   w    s s s o  o os  P(k,x ) ,  o  o  ^ ´ ´ ´ ´ ´�� � ���� �� ������������� ��������� � � �� ������ � � ������ ���� ����*
�

� ������ � ��o   {  ,  k t n} .  Tó :´ ^
t � �

 w  c (x , )   +   c (x )  ^ ^ ^ ^^~ ~�n

t=k
t t t n+1�

  c (x ) + c (x , ) + c(x )    ((2), (3))^ ^ ^ ^^�m–1

t=k
,  ^

t t t t n+1t t

n

t=m
� � � ~

      c (x , ) + c (x , ) + c(x )   ((1))~ ~~ ^~ �� �m–1 n

t=k
t t t t n+1t t

*

t=m

i � � 

   c (x , ) + c (x , ) + c(x )    ^� ¬� �m–1 n

t=k
t tt t t t n+1

* * * *

t=m

* � �

 w  c (x , ) + c(x )  (4)^ ^� �n

t=k
t t t n+1

* ** �

H  (4)    ó   o   {  ,  k t n}      o ó   P(k,x) ,  ´ ´ ´ ´ ´������ �������� �� � � ������ � ��� ����� �������� ��� � �� �����*
t � �

������ �� � �� � ����� ������´ ´ ´ ´  o o. A  o  .
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1���������´    ,  ó  o  os o    s s´ ´ ´ ´ ´2�������� � �� ����� � � ������ �� ��� �� ����������  ���

                        �1

 P(k,x) : x  x   x      x   x   x   x~ Ã Ã* * * * * * * * * *
+1 m–1 m m m+1 n n n+1� � �� � � �

                         �0

 P(m,x ) : x    x   x    x   x~ ~ ~ ~~ ~* *
m mm m m+1 n n n+1~ Ã� �

                        �2

A  o ó os  l  ( , )   os  o P(k,x), ó  o ó os     os  o  ´ ´ ´ ´� �� � � � ����� ������� ��� � � �� �� � � ����� ������� ��� �~ 0 1 1

P(m,x ) ,  o  o ó os  l´  ( , )    os ó o  ó o  l   o ó   ´ ´ ´*
m 0 2���� ������ �� � � � �� ����� ������� �� � � �� � ��� � �� �����~

P(k,x) ,   o o.´ ´������ �� �

2��������� � ������� ���������� �� ����� � �´ ´ ´ ´ o    o o   1.2 .

.� ����´   1.  As o o  ó   o   P(k,x)  o  s s    x S  , k ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� �� �� ������� �� �� �������� ����� ��� ���� � k

~ Ã 0,1, , n .   o o  ó     ´    v(k,x)  o   P(k,x)  o  o  s´ ´ ´ ´ ´-����� �� ��� ��� �� ������� � ��������� ��� � � � � � ��
����  
���́s

 v(x,k)  min c  (x , ) + c(x )   /   x    ,    D (x ) ,  x   S^
_

~ ~ � �D E �n

t=k
t t t n+1 t+1 t t t t t t� � �

Tó��

(1)    v( , )    ó   s s´ ´ ´ ´� ��������� ����� � � �� ���� �� ���� ��h h

 v(k,x)    min {c (x, ) + v(k+1, )} 0 k n ,  x S , (5)
D (x)

_
 ~ � � �

��
� �

k

k k

ó o� �

 v(n+1,x)  c (x)  x S^~ � n+1

2)  ( o o )   o    ,  o   M o ,  o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� � ������� � ��� �������� � ������ � � � ����� ��� ����� ��� � � ��
����0

��� �� ���� ��´ ´ s s

 c (x, (x)) + v(k + 1, (x))      min {c (x, ) + v(k+1, )}  (6)
_ _ _ _

D(x )
k k

0 0

t

� � � �
�

~
�

A o .  ´� ����� E   l (x, ,x , ,x , ,x ,x )    o    o ó   P(k,x) , ó o´ ´�� � � ��� �������� �� ��� ��� � �� ����� � �* * * * * *
k k n n n+1 +1 +1 T~ Ã

�� ��� �� ������ ��� ������ ��������� �������� � �� �� ��� ���� �� ���´ ´ ´ ´ ´o  o   ó ( ó) ó ó o  x  .   E   l´      o  ,  T

l´ (x, ´ ,x ´      , , x ´      ,x T   w(l ) ,  w(l´)  o o  s s  o ´ .  E o´ ´~ Ã� � ���� ��
 �� �� ���� � � �� �� � � ���k k+1 n+1 T
*).   

� �� � ��o ó  ó

 w(l´)  w(l )  v(k,x) (7)� ~*

A o o   1.  o  ó´ ´� � ����� �� ��� ��

 w(l )  c (x, ) + v(k+1, ) (8)
_ _

* * *
k k k~ � �

�� ́

 w (l´)  c (x, ´) + v(k+1, ´), (9)
_ _

� k k k� �

��� ��� ��� � � ������ ��� �� ���� �� � �� ��� � ����� �������� ��� �  o    (1.21)    ó    o   (x , , ,x ,x )     o´ ´ ´ ´ ´ ´k+1 k+1 n+1Ã �

�� ����� �� ��� � �� � ���� ��� ����� �� ����� ��� �� ��ó   P(k+1,x ) .  K o s o ó    o , o  o s  (1.19) , (1.20) , ´ ´ ´ ´k+1

(1.21)   ó��



KATEXAKH   M. N.      YNAMIKO   POPAMMATIMO' " ' & '

 v(k,x)  c (x, ) + v(k+1, )  c (x, ) + v(k+1, ) (10)– _ _ _
~ �k k k k

* *
k k� � � �

��� ���� � ��� � �� ����� �� � � ����� �����     D(x) .  E   ó    o  (1)   s.´ ´ ´k �

2) A   o  ó   o   ,   ó o ´ ´ ´ ´ ´���� �� ��������� ��� �� ��� � ������ ����� �������� �� ��� � � ��
 c (x, (x)  v(k,x) — v(k+1, (x))  .

_ _
k � �~

1���������� ���� �� � ��´ s.   1.  ´ o o o s´2� � ���� � � �� ������ �� ������ ���o  o ó o  o os  (3.3)      ´ ´

w w(l)  o o   c (x , ) + c(x ) .  E  ó  o ,  o o ´ ´ ´ ´
_

^~ � ��� ���� � ���� �������� �� ��������� ��� ��� ��� � ���n

0
t t t n+1

�� ������� �� � ����� �� ���� ������ ��� �� ������ ����� �� � ��o , ó  o ó ´   1    o   ó o s ,  w  w(l) .  ´ ´ ´ ´ ~
2����������� � �� ���� ���� � ���� �� ������ ��� �� �� ����� �� � �� �� � ��´ ´ ´ ´ ´, o ´   o o      ó    ó o s  w ,   o o
���� �� ��� ��� �������� �� � �� �� �� ����� ��� �� ���� ��������� � �� �o   s :  o  ´ s  s  o s o o     x  ,  ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´ m

�������� � � ���� ��� �� � �� ���� � ��� �� ��������� � � �� ���´ ´ ´ ´  o ó   n+1 s  o   o  w  w(l)   ó o o c ~
��������� ��� �� ��������� �� ����� �������� ���� � ��
����´ ´ ´ ´ ´ ´  x    s s  n+1 s  o s. H   o o  m c ��� ����ó
Markov   o  o    s s ´ ´ ´ ´��� ���� ���� �� ��� �� ���������  ��� ��
l  (x , , x , , x , , x , , x ), l´ (x , ´ , x ´ , , x ´ , , x , ´ , x ´ )~ Ã Ã ~ Ã Ã0 0 1 s n n n+1 0 0 1 s n n n+1� � � �´

����� �� �� ��� ��� �� � �� ������´ ´ ´ ´ o o s  s o o s 

1) x   x , t  0,1, ,st t~ ~ Ã
2)  , t  0,1, ,s� �t t~ ~ Ã
3) w(x , , ,x )  w(x , ´, ,x ´     ) ,           s s n+1 s s n+1� �Ã ~ Ã

 ó   w(l)  w(l´)� �� ~

1����������� ���� � �� � �� � � ���� �� ��� ��� ���� ����� ��´ ´ ´ ´  ó o s o  o   ó  Markov  

 i) w  c(x )~ n+1

 ii) w  max {c (x , ) ,  t 0,1, ,n}
_

~ ~ Ãt t t�

 iii) w   b c (x , )
_

~ �n

t=0

t
t t t�

 iv) w  c (x , ),  c   0
_

~ ��n
t=0

 t t t t�

 v) w  c(x , ) ,  ó o    Y S ,  N     “ ´  o " o   x Y.
_

´ ´~ � �  �N
t=0

t t t

Y

� � � ����� � �� �� � �� � �Y

1��������� ���� � �� � �� � � ��� ���� � ��� ��� ���� ����� � ���´ ´ ´ ´ ´ o  ó o s o   o   ó  Markov  o s

         w  c  (x , ) c (x , ) + (c (x , ))  .
_ _ _

~ 0 0 0 1 1 1 1 1 1
2� � �

ó o  o   c ( , )     s s.´ ´ ´ ´� � � ��� ����� ����������� ������ ����������t h h

2.  To o   ó  o ó os s, ó s o  o ó   (1.4) ,  o    ´ ´ ´ ´ ´��
 ��� �� � � ������ � ��
���� �� �� ����� ���� � ��� ������� 
��� ���� ���� � � ������ � ��� �� �� � ������ � � � ��� ����� ���� �� � ���� �ó  (  o  o )  ó s s o s    o   ´  ó o o :´ ´ ´ ´

A   x   x ( )     o  os  ó  t+s  , ó   ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ����� � ��������� � � �������� ���� �� ������ ��� � ������t+s t+s~
��������� ����� ��� �� ��� � ������ � ��� �� � ����� � ���� ���� �� ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   x   o  o    ,     x x ( )      ó  s  ,s s~
� �� � �� ��� �� �� ����� ��� � ��������� � � �������� ���� �� ������ ��� �ó  o  x   o       o  os  ó  t  , ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´t+s

������ ��������� ����� �´ ´ ´     x .s

3.  H B  o  o ´  1    ó   ó  ó   o   P(k,x )  o  .´ ´ ´ ´ ´ ´����� ����� �� �� �� ���� ����� � �� ���� �� �� �� �� ������� �� �� ����k

To   o   , ó s  ó   .´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� � ����� �� ����� �������� � �������� �� �� ������� ������������
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1���������´   1.   As o o  ó   S {1} ,   S {2},  D(1) { , , , } ,  c(1, )  i ,   c(2) ´ ^�� ��� ��� �� � � � �0 1 1 2 3 i~ ~ ~ Ã ~ c

~ ~ cB ~ � ~ 0 .  Tó   v(1)   ,  v(2)  0 ,     ó   D(1) ,    ´   v(1)  ´ ´ ´�� ���� ��� ������� �� ���� � ����  ���*

c(1, ) + v(2).�*

1���������´   2.   As o o  ó   S {1} ,   S {2},  D(1) { , , , } ,  c(1, )  1/i ,  ´�� ��� ��� �� � � � �0 1 1 2 3 i~ ~ ~ Ã ~ c

c(2)  0 .  Tó    ´    o :  v(1)  0 ,  v(2)  0 ,   ^ ´ ´ ´ ´ ´ ´~ ~ ~�� � ��������� ��� � ����� ����������� ���� � ���� ����
��� ������� �� ���� � ����  ���  ó   D(1)     ´   ´ ´* �
v(1)  c(1, ) + v(2).~ �*

2� �������� �� � ���������� �� �� � ��� �� ��� ��� ���� �� ������� ��������   o  1 o   2  o o   o o   o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ������ � � � �������� �� �� ������� ����� � ���� ��� ��� � ������  o s, ó o    s  o s   ó o  o   ( o s), s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��������– ´ s 
���́s 

   >0           ( ) ,    ´´D E ~� � � � ����  ���i i

 c(1, ) + v(2)    (v(1), v(1) + ) .� �*
i �

1������� ����� �� ��� ��� ��� �� ���� � ��� ��� � �� �´ ´ ´ ´,   o   ó    ,    o o   i>1/ .i

4.  O  o o o  o  o       ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´� �� � ���� � � � �����
 ���� ��� �� ����� ���������� ��� �� ����� ������� �
�� ���������� � ����� ����� �� � �� �� � , �� ���������� ��� ��� �� ����o o  s o  o  ó o.  ,   n+1 9 ,    ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´~
��� � �������� � �� � � � ������ �� �� � ��� ��� �� ���� �� ���´ ´ ´ ´ ´o o  S  (t 0, ,10)   20  ó o s. Tó o    o o o  s s s  v( ,.)    t ~ Ã h
10 20  . A  ó s  S  ,   o o     o       20  , ó´ ´ ´ ´ ´d ~������ � � s ��� �� ������ ��� ���� �������� � � s �� ������ � ��k k

�����
���� �� �� � ��� ��� ��� ��� ����´ ´ ´  o o o    v( ,.)    10 (20)   s.h d k

,�� ��� ����� ����� ��� �����   k 3 ,  ós o ós   80.000 ,    k 5    32.000.000 .´ ´~ ~

4.  E o ´s���� ��

4.1  o   o ´   ´s–A o ´ . ´1� ����� 2������� � 1���� �� � ����� �    M   o  ´ ´�� �������� �� ����� ��

��������� ��� � ������ ��� ��� ����� �� ��� � � �� � �� ��� �� �� ���� �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´  o     o o  o ó os  s ó s  n  o s
���� � � 
����� ��� � �� � � ����� ���� ������ �� ���� � �� ���� � ��� ����� ��ó o s.  H   o o ó   o  o o o  o o,   o´ ´ ´ ´ ´ ´
o o o ó      o o ó   s o ó s.  ó   o´ ´ ´ ´�� � ��� ��� ��� �������� �� ������� � �� � � �� ������ � � ���� , � ��� �� ���� ��
�� � ��� �� ������� ������� �� �� 
����� �� ������� ���� � � ��� �� �� �������� �o o ó    o    o s ó o s   o  o´ ´ ´ ´ ´
��� ����� ��� �� ������� �� 
����� ��� ���� ��������� �� ����� � � � ���
�� ������ó       ó . H  o  ó s o , ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � �������� �� ����� ��� � � ��������� � � �� ��� � ������ �������� ���� ���� �o  o   o s, ó s    o ´ , s s,  s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� ���� � � ��������� � ������� � �� � �� �������� ����� �� ��� ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o  o  o . O ó os s s   o  
� ������ � � ������� � ��� � ��� ��� � �� ����� �� ��� �� ����� � ��� � � ���� � ��� ��o  o  o o  o o ó ó os s  o ,  o  o o  ´ ´ ´ ´ ´

����� ��� �� �� �� ���� ���� � � � ��� ���� � � �� ������ �����´ ´ ´ ´ ´  ó s s o s ó o s. T  o  o  o os :

 1) n 4    (X ´ s, A o , K o , ó o)´~ ��� �� � ��� �� ����� 4��� � �
 2)  H      d   3 ,    t 1,2,3,4.´ ´ ´
����� ����� ������� t ~ ~
 3)  To ó os s    o  o ó os  ó o   ,´ ´ ´ ´ ´� �� ����� �� � � ��� � �� � �� ������� �� � � ������� ������

  0 1 2 3 4 5�

 c( ) 0 15 17 19 21 23�

ó o   5  o s    o ó  o   ó        o o.´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � ���� ����� � ������� � � ���� � � ����� ����� � � �������� �� ������� �� ��� ���� �

 4)  To ó os s o    1   o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´� �� ��������� �� ����� � ����� ��� � ���� �� ������� �
 5)  H ó  s o s s s   4  o s.´ ´ ´ ´� ����� ���� �� �� ���� �� �������� ����� � ����

-����� �� � � 1� ������´  o  o ´ os . 

1. K ´ s – A o ´ s.  ��������� � ����� E�� 
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� � � ���� ����� �� ���� ����� �� ���� � � ���t :  o ó  s   s o o   t ,  t 1, ,4, ´ ´~ ~ Ã
#

x :  ó   o os s ó o   t.´ ´t  ~ �� ���� ���� � ��� �� ���� � �

2. H ´  o   ´ os �������� � � �������� ������������  ���´ ´ s s

 1)  x   x  +   d .t+1 t t t~ c�

 2)  5 0, x  +   d   4 ,   � � c �� �t t t t

-�����́ : D(x ) :  [0,min{5,4+d x }]t t t~ c

3. o ´   Ko o s.  ´- �� �� � i) H  o os ó o s o  s s´ ´ ´ ´��������� ���� �� � �� � ��
����  ���

 c (x , ) 1  x  + c( ) ,t t t t t� �~ h
ó o    c( )   ó o   .´ ´ ´� � � ������� �� � � ������� ������h

ii)  ó  ó   o ó  o  o os o  o o  o o   ´ ´ ´ ´ ´-�� ����� �� � � � ���� �� ����� � �� ��� � � ��
 ��� �� ���������� � ������ ��
����� , � ��� �� � ��� �� ��������� �������� � � �� �´ ´ ´ ´  0 .  ' ó o    o  ó o s 

 c (x)                 ,^  M,
0,  x  0

x > 0~
~

D
ó o   M   s os ós.´ ´ ´� � ����� ��� ����� �����

4.  Y o o  ó  o ó ó    0 ,   .  S   { 0 }.´ ´� ��� ��� �� � ����� �� ���� ����� ��� 0 ~

B o  o ó , ó  o ó  o  s s o     o´ ´ ´ ´ ´ ´��� ��� � �� � �� � �� ����� �������� � �� ����� �� �� ��� �� ���������� ��� � �
������� ����� �´ ´ o .

      2,4   3,4   4,4

      2,3   3,3   4,3

    1,2   2,2   3,2   4,2 E ó   6�� ��

    1,1   2,1   3,1   4,1

  0,0   1,0   2,0   3,0   4,0

   S    D   S   D   S    D   S   D    S  0 0 1 1 2 2 3 3 4

2� ������� ����� ������ ���� ���������� � �� ����� ������ ����� �� � �o  o o   o  o s ( o s) o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ �� �� ��� ���������� ��� ��� ��� � � �� � � ������ ���� �� ����o o  s s  (0,0)    (1,2) ,  ´s  o ó os o  o   ´ ´ ´ ´
�� ���� ��� � � �� ���ó . E  . . o :´

 c ((1, 2),(2,3))  c(4) + 1  2  21 + 2  231 ~ h ~ ~

O  o o   o os s  s  o s o  o  o   D (t,x) ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� ���� � ��� � ����� ������� ����� �� ��� �� ������� ��� ���� �� �� ��� ��
.  To ó ó os  o s ó o s  (4,x)    M    x  0 ,    0    x  0.´�������� � �� ��� � � � �� � ����� �� ��� ��£ ~

A     ����� N   o o o   o os     ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������� ��� � ����� � � ������� �� ������ ��� �� ������ � ��������

� ������o .´
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1���������´ .   H  o    o  o ó  (i)   o ó os o s,´ ´ ´ ´�������� � � ���� �� �� � � ���� � ������� �� � �� �� �������

����� �� � �� ���� � � ���� �������� ���� ��� ���� � ����������� �� � �� �� ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ó  o ó  o  o     t  o o  o ó os o
��� ��� ���� � � ������ � �� � � �� �� ������
���� �� � �� �� ���� � � � �� �  o o  t+1 .  A   o o o ó os   o ó os s ó o   t ,  ó  ´ ´ ´ ´
��������� � �� � �� ������ �� �� � � ����� ��´ ´ ´ ó o s    o o o  

 c (x , )  (x +  3)  + c( ),t t t t t t
+� � �~ c

ó o     0 ,     0 ,       ,    0.� � � �� � ��� � � �� �+ +~ � ~ �

4.2.  H M´ o os  PERT/CPM.     �� � H o os PERT/CPM  ós ó os  o ó´ ´��� � ����� ���������� �� � ��� � ��������
�� �������� ��� ��� ����� � ����� �� �� � � � � ������ � ��� � , �� ���������� �s s,   o o  s oó o   ´  .  , s´ ´ ´ ´
�� ��� ��� � �������� �� ��������� ��� � � ��� ���� ��� � �� ��� ��� �� � ���������´ ´ ´ ´ ´o  o ó s s s o o o s,  s o o  ó   
����� ��� ��� ��� ����� ��� ��� � �������� � � � ������� ������ � �� � ���������´  ó     o s ´  ( . . , ós, o o , ,´ ´ ´ ´ ´
��������� � � � ����� � �� ����� �� ���� �� ��������� ����� ����� � �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ . . .) ´ o . M s o s s s  ó   o
���� �� �� �� ���� �� ,� ��
 ��� � � �� � � � � ����� ����� ��� �� ����� � �� �� �ó o ,  s ó .  o  o s ó o s o  o    ´ o  ó s o´ ´ ´
������ � ��������� ��� ��� ��� �� �� � ��� ��� � � �� � � � �� ��������� ��� ���´ ´ ´ ´ ´o s s,  o   o o o  o  ó o o     
��������� � � � � ��� � ������� ���������� �������� ��� � �� ��� �� ���������� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  ó o  o . H   s o  o     
����� � � ��� �� ��� �� � � ���� ��� ���� ��
�� ��� ������ � ���������´ ´ ´ ´ ´ ´o, . . ó s ó s  7 ,  ó o   os o   o s .

              2
       2    4 
       
          2       2
       3 
   2      5
   0    1      5    7 E ó   7�� ��

        2  2
               1
       1 
       3    6 

O ós o  o    os  o ó os o     ´  ´ ´ ´ ´ ´����� � � ������ ���� �� ���� ��� ����� �� � � � ���������� ��� �� ����� ��� �
������ ��� ������ � ��������� ���� � � �� � ���� ��
 �� � ��� � �� ������ � �������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o  o s . E s o  ó o  o o  o o ós ó  o s s
��� �� � �� �� ����� �� ���� ����� � �� ������� ���� ������� 1 � � ������� o o   o   ´ o  o s s s. . . o  s  (2,4) , (2,5)  ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� �� � �� �� ����� �� ���� � ������� ��� �� �� �� ����� ��� �� � � � o o   o   o  s  (0,1)    (1,2)   o  ´ . O ó os o´ ´ ´ ´
���������� � �� � ��� ��� �� ��������� ����� �� � ���� � � � � � �� �������������´ ´ ´ ´ ´ ´ o ó    ó  ,  o ó os  o  o o o  o 
������� �� ����� ��� ��� ����� �� �� � ��� �� ����� �� ������ � ��� � �� � � � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  ´ ,   os  o os s o s o  o s ó o  ó o  0  
�� � � �� ����� �� ���� ����� � �� ���������� �� ����� ��o  ó o  7 .  H o      (0,1), (1,2) , (2,5) , (5,7)  o  s. H o´ ´ ´ ´ ´ ´
������ � ��� � � ��
���� ��� �� �������� �� �� �� ������ �´ ´ ´ ´ ´o  o s o o   (critical path)  o  ó ó s s o s������ �� �´ os o os´
������� � � �� ��� �� ���� ������������ � �� � ��� ���� ��������� �� ������������´ ´ ´ ´ ´ ´s, o    o s , ó   o    .

E  o o  o o o o  s ó o s o  o  ,  ´   o   ( s)´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� �� � � ��� ��� �� ��� � � � � �� ��� ����� ����  ��� �� �� ��� �� ��
����� �� � ������ � ��� � �� ������o  ( s) o  o s  .´ ´ ´ ´

1������ ��� � �� � �� � ��� � � � � -������ � 1� ���������� � ����� ������� ��� �� ����o  o ó , ó  o  o o  o  o  o o   s   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ������ � � � ��� ����� �� ������� �� ���� �o  o    o  o .´ ´ ´ ´

4.3.  o   A ´ s– ´ s  M ´   I.   ´1� ����� ������������ 2�������� �������� � M   o  o´ ´ ´�� ���� � ��� � �

�� ������ ����  ��� � ��� ��� �� �� ��� ��� �������� � � � � � � ���� ����� �����o os  s s. Y o o  ó  o   , o  o o o    ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
ó o  o ó os,    o o  ó   o o . To  s´ ´ ´ ´ ´� ����� �� � ��� ������ �� �� ����� ��� � �� �� � ������������ ��� �������� ��
�����
���� ��� �� �� ���� �� ���� ���� � � ��� �� ��� ���� �� ��� ��� ����´ ´ ´ ´ ´  s ó s  N  o s ó o s,  s o   s o .

(1)  c(x) :  ó os o s ós os o     x ,    o  o o.´ ´ ´ ´ ´ ´~ � �� ���� ����� �� ��������� � � ���� ������ ��� ��� �� ���� ���� �
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(2)  (x) :   o  o  os s  x,   o   -´ ´ ´ ´ ´� ���� � � ������������� � ��������� ������ �� � ������ ��� ����~
���������´ o.

(3)  T :   ós o o  os.´ ´ ´~ ���� �� ���� ���� � ���������

(4)  H :  ´ o ó o s o  os, ó  o     H ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´~ �� ��� �� ������ � � ��������� ��� � �������� ���� ������ ������
�� �������������� �� ��� ����  o .´ ´

(5)  x  :  0 ,  o o  ó     o o .´ ´ ´ ´ ´o ~ �� ��� ��� �� �������� �� ��� ���� ���� ��������

-����� �� � � 1� ������´  o  o ´ os.  

1.  K ´ s–A o ´ s.  ��������� � ����� i) E  o o  o  ó    o   ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� � ��� �� � ��������� �� ��� �� ����������

�� ��� 
��� � � ���� ��
�� ��� ��� ��� �� ���� ���� � ������ �� ��� ��o  os  (t,x) ,  ó o   t  o   o  o  o o (  o o   N t  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ c
���� � � � � �� �����
���� � �������� ��� ����� � ������ � � ���������´ ´ ´ ´ ´ ´o o  o  s  o )   x     o  os.

ii) To o o  o  o  o      (t,x) , t 0,1, ,N 1 ,  ´ ´ ´ ´ ´��� � � � �� ���� � � � ������ ��� �� ���� ��������� ~ Ã c
���� ��
���� �� � � � �������� ������������� � � ��������� ��� �o     D {0, 1} ,  ó o   0    o  os,   1  ´ ´ ´ ´~ ~ ~t t

�������� ��������� �� ���� � ����� ��������� � � �� -����� ��´ ´ ´ ´ ´ .  H ó   1    ó o   x H 1.    D(x)  D    ~ � c ~t

x H 1 ,  D(x)  {0}    x H .t t� c ~ ~��

2.  H ´  o  ´ os  -������� � � �������� ������������  ���´ ´  s s

 x   g(x , )  t+1 t t~ ~� H
 1 ,   0

 x +1 ,    1 .

�� �

�� �

t

t t

~

~

3.  o ´   Ko o s. ´- �� �� �   i)  o os ó o s´ ´2�������� ���� �� � �� �

  T + c(o) (x) ,     0c ~� �� �t

 c (x , )  t t t� ~ H
  c(x) ,    1�� �t ~

ii)   T o  ó o s´ ´2�������� ������� � � �� �

 c(x )  (x^
N N~ c � )

M o o  ´   o       s o  o os.´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��� � �� �� ���� ��� ��� ���� �� ��� �� ��������� ���� � � �� ������

 v(t,x)  min {T + c(0) (x) + v(t+1,1) , c(x) + v(t+1,x+1)},    x H 1 , t N 1, ~ c � c � c� ��

 v(t,x)  T + c(0) (x),    x H ,    t N 1 ,~ c ~ � c� ��

 v(N,x)  (x) ,           x 1,2, ,H.~ c ~ Ã�

4.4. o   A ´ s– ´ s   II.   ´1� ����� ������������ 2�������� 2� � ��� ��� �������� ����� ��� ��� o   o o  ´ ´ ´

� ���� � ���� ��� �� ��������� ���� � � �� ������ ������������ 2��������o o ó  (   ó ) o  o os A s– s I.´ ´ ´
2����������� � ���� � � ��� ��� ������ �� ���� ��� � �� �� ���� �� ���� ���� � �������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´, “ o o o o "  ,   o o    o  o o 
��� ������ � �� ���� ���� �� ������ �������� ����� � ��� ����� �� � � �� ���� ����� o  ó ,  s s s.  E o , ó  ó  o ó os o s´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ��������� ��������� �� ��� ������ � � ��� �� � � � �� � ���� ������� �� ���o  os  o   o ,  o o ó os ó os   o ´ ´ ´ ´ ´
��������� ������ �������� ��� �� �� � � ����� � � ����� � ������� � � � ���� �� ���� �´ ´ ´ ´ ´  ,  ó  o o  ó  ´  ´  o   o . T
��� ���� � � �� ������ ����� �� ���o  o  o os   s´ ´ ´ ´
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1.  T (t,x,y)  :   ó os s ós os s  x ,  o o o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´~ � �� ��������� �� ��������� ������ �� � � ����� ������
�������� ���� �� � ���� �� � � �� ��� ���� ���� ���� ��� ���� �´ ´ ´ ´ ´ ´  ó  y  o s ó o ,    o o,   o o  t .

2.  c(x,y)  :   ó os o s ós os s  x ,  o o o o  (  )´ ´ ´ ´ ´ ´~ � �� ���� ����� �� ��������� ������ �� � � ����� � ���������
������ �������� ���� �� � ���� �� � �´ ´ ´   ó  y o s ó o .

3.  (x)  :   ó os s s ós os s  x.´ ´ ´ ´� � �� ������ �������� �� ��������� ������~

4.  s(x,y)  :    ´ s ós os s  x ,  o  o     ´ ´ ´ ´ ´ ´~ ���� � ���� �� ��������� ������ � � � � ����� ������ �������� ����
�� � ���� �� � � �� ��� �� ���� � � �� ���������� � � ��
 ���ó  y  o s ó o  , o os s ó o  o o ,  o o  (salvage value).´ ´ ´ ´ ´

5)  H  :      o  os.´ ´ ´ ´~ ������� ��������� ������ � � ���������

-����� �� � � 1� ������´  o  o ´ os. 

1.  K ´ s - A o ´ s��������� � �����  .  i) H  o  os  o    ´ ´ ´ ´��������� � � �������� ������������ �� ��� ������

(t,x,y) ,  ó o   t  o   o  o o ,  x    o  os ,  y    o´ ´ ´ ´ ´ ´� � ���� ��
�� ��� �� ���� ���� � ��� ������ � � ��������� ��� ������ � �
���� � �������� ��� � � ����� � ��������� ������ ��������´ ´ ´ ´ ´ ´ o  ó  o      .

ii)      (t,x,y) , (t=0, , N 1) ,  o  s o s  0 :  ´ ´ ´ ´ ´2� ���� ��������� ������ ��� �� �� ����� � �������� ��Ã c ~
���� ���� � ��������� ��� � ������ ��������o o,  1 : ,  2 :  ,´ ´ ´ ´~ ~
ó o  o  o s  =1    =2  o  ó o ó   x H 1.´ ´� � � �� ����� � ��� � ������� ���� � � ��� � c

2.  H ´  o  ´ os -������� � � ��������    s s:´ ´ ´������������ ���������  ���

  �~0

   ( t+1, 1, 0)

  �~1

 (t, x, y)   t+1, x+1, y+ (y)  ,                 H x² ³ �� ��

  �~2

   (t+1, x+1, 1)

ó o   (y) 1 ,    y 0 ,    (y) 0 ,    y 0.� � � �� ��� � ��~ £ ~ ~

3.  o ´   Ko o s .´- �� �� �   i)  T o os Kó o s:´ ´2�������� ��� �� �� �

  T(t,x , y ) + c(0,0), 0 t t � ~

 c (x ,y , )   c(x , y ),  1t t t t t t� �~ ~H
  (x ),  2� �t ~

ii)  T o  Kó o s:´ ´2�������� ������� � �� �

 c(x , y ) s(x , y )^
N N N N~

H  o  o  o o     s o  o os   s:´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� � � ������� � �� ���������� � ��� ��� ��������� ���� � � �� ������ ����� � ���

 v (t,x,y)  min T(t,x,y)+c(0,0)+v(t+1, 1, 0),~ D
  c(x,y)+v t+1,x+1,y+ (y) ,² ³�

  (x)+c(x,0)+v(t+1,x+1,1)  ,   x H 1 ,  t N 1,� ��E � c � c
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 v(t,x,y)  T(t,x,y) + c(0,0)+v(t+1,1, 0) ,                    x  H ,  t N 1,~ ~ � c��

 v(N,x,y)  s(x,y).~ c

1���������´ .  M o o , ,  o o  ó   o   o o ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��� ������ �� �� ��� ��� �� ������ � �������� ����� ���� ����
S {(0,0,0)} .  H o    ´      o  ó    ´ ´ ´ ´ ´ ´0 ~ � �� � � ������� ���� �� � ��� �� ������� �� �� ��� ��� �� �������� �� ���
�������� ��� ��������� � ��´ ´    (x ,y ) ,  o ó   S {(0, x y )}.0 0 0 0 0~ ,

4.5 o  K o ´s o  ( ´  M o  o ´  o -´ ´ ´1� ����� ���� �� 1 � � 2������� �� � � -������ � 1� ��������

�� � -��� ��� � / ���� �o ´   o o ´  o o ´ ).c    M   o  o  o os  s s.  Y o   B  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ���� � ��� � � �� ������ ����  ��� ���� ��

� ���� ��� � � �� �� ����� ��� � � � � � � �������  �� ������� ����������� � �o s o o  o o o  ó o , . . o, ´ s s,  os ´ os´ ´ ´ ´ ´ ´
� � � � � �� ������ �� ������ �� ��������� �� �� �������� ���� �� ������ ��. . ., o  o o s   o  ( o )   N  ó s.  E  o   y  ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ���� � � � � � ���� �������� ���� ����� ��� ��� �� � �� � � ����o s o  ó o   ó    k ,  k 0,1, ,N 1 ,  o   ó o  ( . . os,´ ´ ´~ Ã c
 ������ � � � � � ����� �� ��� ��� ��� ���������� 
�� ���� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´, . . .)  R (x) ,  ó o   R ( )   s, o s s.  To o o  k k h
�� ��� ��� ����� �� � � � ��� � ��� ���� �� �������� ���� � � ������ � ��� ���o   o    B  o  s o s ó s, o  o o  ´ ´ ´ ´ ´
��� ���� �� � �� 2��� ���� � �� ����� �� ��� �� �������  ���o  ó o . o  o ó  o     s s´ ´ ´ ´ ´

(max)  R (y ), (1)�N-1

k=0

k k

o o  y   B, (2)
#
� � �N-1

k=0

k �

 y 0 ,  k = 0, 1, , N-1 . (3)k � Ã

To  ó   ´       ó  s  ó o ó s ( s´ ´ ´ ´������� �� ����� �� �� �� ����� �� �������� �� ����� �� ����� ��� � � �� ���� ��
y  = (y , ,y )),    o  o o o  o o   o o o  s o o´ ´ ´ ´ ´ ´¦ Ã0 N-1 ��� �� ���� � � � � � �� � �� �� ������ � ��� �� �� ��� ��� � �
������� � ���� , �� ���������� ��� � ���������� ����� �������� � �� �� ��� ���o o s.   , ó  o  s  R ( )  s, ó  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´k h
��� �� ����� ������� � �� ���������� � �� �� � ���������� ����� �� ��������ó ó  o  o o , ´   o  s  R ( )    s,´ ´ ´ ´ ´ ´k h
� �� �� � ��� �� � �� ��� ��� ��� ��� �� ����� �� ������� � �� ���������� � �� � �ó  o o   o o    ó   o  o o . E  ó s o´ ´ ´ ´ ´
��������� � � �� ������ ���� ��
 ���� �� ������� � � ���� � �� � �� �����´ ´ ´ ´ ´s o  o os ,  y  ,  o o   s ó o s,  ó  o ók

������� �� ����� ������ � ������� � � �� ������� � �� ���������� � ��� � � � ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó  o  o  (   o ) o o   o o o o o-
� ������ ��� � � ���� ��� �� �� ������ �� �� � � �� � � ��� � � ��� � � -������ �o s o o  s  o   ó .  E  o o s,  o o o  o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
1� ���������� � �� ��� �� ������ � ����� ��� ��� ���� � � ������� �� ������o o  o   o o     o   o os.´ ´ ´ ´ ´ ´

-����� �� � � 1� ������´  o  o ´ os. 

1.  K ´ s - o ´ s. ��������� �� �����   i) To ó  o     ´  o  o´ ´ ´�� ����� �� ��� �� ������ ��� ��� �� ��� � � -������ �

1� ���������� � �� �� ��� ��� �� ��� ��� ��� ����� �� �� �� ����o o ,  o  ó  o   o  , ´  ´ ´ ´ ´ ���� ����o ´
�������� ���� ���� ���� � � � �� � �� � � � � ���� � � ��� ����� ��ó   1 ,     2 ,  . . ..  E  o ó   x    o ó  o    o´ ´t �� �����o ´
��� �������� ���� ��������� ���������� ��� ��������� � �s ó s  t , t+1 ,  , N 1 .   H   x      o´ ´ ´Ã c t

�������� ���´ os,   x [0,B] .t �

ii) H       o ó  o  o   ó   t     x  ,   .  ´ ´ ´�� ����ó � ����� � � � ���� � � ������ ��� ��� �������� ���� ��� ������ � ���t t t�
D(x ) [ 0, x ].t t~

2. ´  o  ´ os.   -������� � � �������� E  o o  o  ó  ´ ´ ´���� ��� � �� � ��� ��

 x   x  ,   t  0, 1 ,  , N 1 .   (4)t+1 t t~ c ~ Ã c�

H       x B.´ ´ ´������ ��������� ����� � 0 ~

3. o ´  Ko o s. ´- �� �� �    i)  H  o os o s o  s s´ ´ ´ ´ ´��������� ���� �� ���� � ��
����  ���

 c (x , )  R ( ) . (5)t t t t t� �~



KATEXAKH   M. N.      YNAMIKO   POPAMMATIMO' " ' & '

ii)  H  o  o s  ´ ´ ´ ´��������� �������� � ���� � ����� �

 c(x )  R(x ) . (6)^
n n~

H  o  o  o o     s   s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� � � ������� � �� ���������� � ��� ��� ��������� ���� ����� � ���

 v(t,x)    max  {R ( ) + v(t+1,x )} ,    t  0, 1 ,  , N 1 . . (7)
0 x
~ c ~ Ã c
� ��

� �t

 v(N,x)  0 . . (8)~

H  o      v(0,B) .´ ´ ´���� � � 
����� ����� �

E ´s s.  ´����� 1����� ��� E  o  o ó s o  o  s o s ó s ´ ´ ´�� � � � ���� � � ������� ���� ��� ���� �� �������� ���� ������

�� ����� ������ � ����� � � �� ��� ��� ��� ���������� ��� ���� ��  o  o , ó   D(x) {0,1,2,...,x} ,   o    ´ ´ ´ ´ ´ ´~
������� � ���� �� �� ��� � � � � �� ��� ��� �����o o s  s ó o s o  o   .´ ´ ´ ´

O  o  o ó s o  o  s ó s   o   ´ ´ ´��� � � � ���� � � ������� ���� ��� �������� ���� ����������� �� ����� �� ��� ��
������� ���� � �� 1��� �� � ��� �� ��� ��� ���������� ��� ���� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s s,  ó   D(x) [0,x] .   o o   o    ~

������� � ���� �� �� ������ ��� �� ��� �� �� ����������� ��� �� �� � ���o o s,  o o   o   D(x)    o  s  o s  D(x)  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ^ ~
{0,z ,z , ,z x} .1 2 nÃ ~

Y o   o s ´ s, s o o s o o    o    o o s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� �� ������ ������ ��� ��� � �� �� � ��� �� ��� ��� ��� ���� �� ������� � ����
��������� ��� � ������ ��� ����� ��������� ����� ���� � ���� ��� ��� ����
����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´.  To s o  ´ s  s,  o o ó o o
����� �� �� ������� -������ � 1� ���������� � 1������ � �� � �����
 ��� �� ���� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o  o  o o .   o ó  o   o -
���� �� ������ ��� ���� �� � �� � ���������� �� � �� ����� �� � �� s ´ s  s o o s o  s ó o s R (x)  ó s   ó s ´ ´ ´ ´ ´k � ��� �����o´ s ´s.

E , o ó ,  D(x) [0,x] .  o o  s o   s  ´ .   Y´ ´ ´ ´�� � �� � 1��� �� � ��� ��� � �� ��� ��� ��� ��� �� ���� ������~
�������� ���� ��� � �� ����� �������� ����� ���������� �� �� ��� ��� �� � ����������´ ´ ´ ´ ´ ´   o ó ;  H     o o  ó  o  s

R ( )  s  k  1, , N 1 .  O ó os  ó  ó      R (y )   -´ ´ ´ ´ ´k k k

N-1

0

h D ~ Ã c����� ������� � � ����� �� � �� � ��������� ����� �����
�� ��� ��� ������ ��������� ��� �� ��� ������� ��� � ������ �� ������� ��� ��������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s,   s     s o o  s s  s

���� �� ��� � �� � � ���� ���� � ����� �������´ ´ ´ ´s s.  To o o   o ´     y   B ,  y 0 ,   s.�N-1

0

k k� �

4.6.  Ko´ s ´ s K´ o s.  ��� 2��������� ��� �  As o o  ó   R (y)  R(y), ó o     R  ´ ´ ´�� ��� ��� �� � � � ��������� �����k ~

� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� ������ � �� � ��������� ���� ������� ����� � ���� �o   o .  As o o  o  ó     R    o o .  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
E , o   s ó    R   o   o   o s  s  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� � ��������� �� � ����� ��� ��� ��� � ��� ����� �� ������ �� �� ������� 
���������´ s   

 R(y)  R(y) 
y y

C C
C C

  0      0    y .� � D���
2

2

/��� �� ���� �� ������� � ����´ ´ ´ s s o o s 

1. T  ´ ´�������� �������

 v(N,x)  0 . (1)~

2.    t N 1  o´,�� �� ���~ c

 v(N 1,x)   max {R( )+v(N,x )}   max {R( )}  R(x) (2)
[0,x] [0,x]

c ~ c ~ ~
� �� �

� � �

ó o    ó  o   ó  ó    R  o .  E , o´ ´ ´ ´ ´� � � ��������� �� ���� �������� ���� �� ���� �� � ����� ��� ��� ��� �� ���

� �* *  (N 1,x)  x  [0,x]. (3)~ c ~ �

T ´  ó  (2) o´ �� �� ��� ����� ���
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 v(N 2,x)    max {R( )+v(n,x )}   ( ó  s (1))
[0,x]

c ~ c ~
��

� � � � ��

    max  { R( ) + R ( x ) } . (4)
[0,x]

~ c
��

� �

As o   ´ ´�� ��� ��� �� ���������

 h( )  R(x) + R(x ) ,  [0,x]  . (5)� � �~ c �

.�� ��� �� ������ � ��� ��� ��� ��������� � ��� �� ��� � � ���´ ´ ´ ´ ´o   o o o     h( )    o o o  [0,x]. E o

 h´( )  R´( )  R´(x ) (6)� � �~ c c

 h´´( )  R´´( ) + R´´(x ) (7)� � �~ c

T ´   h´´( )  0   ,  ó  o  ó   R´´( )  0   ,  R´´(x )  0   ,     R   o .´ ´ ´ �� � � � � � � �� � � � � ������ � ����� � ���� D � D c � D
A , o o    o o o o  h´( )  0 ,   o o o o o   h( )     ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ����� � �� � � � ����� ����� �� � � � � ������ �� ������� ����* * ~
�� �� � ��� � �� �s o [0,x] .  E o  o ó

 h´( )  0  R´( )  R´(x )    x  � � � � �* * * * *~ ¯ ~ c ¯ ~ c ¯

   (N 2,x)  x/2  [0,x]. (8)� �* *~ c ~ �

A��

  v(N 2,x)  h( )  R(x/2) + R(x  x/2)  c ~ ~ c ¬�*

  v(N 2,x)  2R(x/2) (9)c ~

A o´��� ��

  v(N 3,x)   max  {R( ) + v(N 2,x )}    ( ó  s (9))
[0,x]

c ~ c c ~
��

� � � � ��

    max R( ) + 2R (10)
[0,x]

~ ² ³
��

�D E x–  
2
�

1��� ��� ���´ ´ o

  h( )  R( ) + 2R , (11)� �~ ² ³ x–  
2
�

��� �� ��� o´

  h´( )  R´( )  2R´   (12)� �~ c ² ³ h x–   1 
2 2
�

  h´´( )  R´´( ) + R´´     0 ,   , (13)� � �~ ² ³ h � D x–   1 
2 2
�

��� � ����� � ��� ��� � ����� � � ����� ����� �� � � � ������ �� �������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   h   o ,  o o   :  h´( ) 0 ,   o o o o o   h    * * ~
���� ��  ��´ s. T ´ ,

  h´( )  0      R´( )  R´    � �* *~ ¯ ~ ² ³ ¬ x–  
2
�*

   (N–3,x)    . (14)� �* *~ ~  x 
 3 

A��

  v(N 3,x)  R  + 2R   R( ) + 2R( )  3R( ) . (15)c ~ ² ³ ² ³ ~ ~ x  x x/3  x  x  x 
 3 2 3 3 3

c
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As o    ó  ó´ ´��� ��� ��� ���� ���� �� ���� ��

  v(N t,x)  t R  , (16)c ~ ² ³x
 t 

Tó��

  v(N t 1,x)    max  {R( ) + v(N–t,x)} 
[0,x]

c c ~ ~
��

�

    max  R( ) + t R  . (17) 
[0,x]

~ ² ³
��

�D Ex
 t 

E  o , o o ´ s o      ´ ´ ´ ´��� ����� ��� �� � �� ��� ���� �� ������ �� �� ������� 

  v(N t 1,x)  (t + 1) R  ,        (N t 1,x)   . (18)c c ~ ² ³ ~ c c ~x x
 t + 1  t + 1 

��� � �* *

E o  o   ó´ ´� ��� �� ������ ���� ���� ��

  v(N t,x)  t  R   ,           (N t,x)   . (19)c ~ ² ³ ~ c ~x  x 
 t  t

� �* *

E ,   o  o   ´ ´ ´��� � ���� � � 
�� ��� �����

  v(0,B)  v(N N, B)  N R  , (20)~ c ~ ² ³ B 
N

���
  (0,B)  (N N, B)   . (21)� �* *~ c ~  B 

N

T ´ , o s o , o o   o    o    o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ �� ������ ��� ��� ��� �� � ��� �� �� ��� �� �������� � ������ ��� ��� ������ ��� �� ���
 ���s s:´
 x (0)  B,  (0,B)   * *~ ~�  B 

N

 x (1)  x (0) (0,B)  B   B, (1, B)    * * * *~ c ~ c ~ ~ ~� � B N–1 N–1  B 
N N N N

B
N 1

N–1
N

c

 x (2)  x (1) (1,x (1)) B B, (2, B) * * * * *~ c ~ c ~ ~� �N–1 B N–2 N–2  B 
N N N N N

     Å Å
 x (t)  x (t–1) (t 1,x (t 1) B, (t,x (t))   . * * * * * *~ c c c ~ ~� �N–t + 1  B 

N N

1������ ��� � �� � �� ��� � ���������� ����� � ��� � �� � �������� ����� ��o  , o ó , ó  ó  o  s  R( )   o s, ó    o´ ´ ´ ´ ´ ´h
�� ����� ��� � � ���� � � � ��� ���� �� �������� ����o  s o ó s ó  s o s ó s.´ ´ ´

4.7.   K ´s ´ s K´ o s.  ���� 2��������� ��� � Y o o  ó   R (y)  R(y) ,  ó o     R  ´ ´ ´� ��� ��� �� � � � ��������� �����k ~

����� ��� ��� ��� � ��� ��� ������ � �� � ��������� ���� ������� ����� � ���� � ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o . Y o o  o  ó     R    o o .  E ,
o   s ó    R   o      o s  s   s   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��������� �� � ����� ��� ��� ��� ����� ����� �� ������ �� �� ������� ���������

 R(y)  R(y) 
y y

C C
C C

  0      0    y .� � D���
2

2

/��� �� ���� �� ������� � ����´ ´ ´ s s o o s 

 1) T  ´ ´�������� �������

      v(N,x)  0 . (1)~

 2)  v(N–1,x)   max {R( )}  R(x) , (N 1,x)  x . (2)
[0,x]

 ~ ~ ~ c ~
��

� � �* *
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ó o    ó   o   ó  ó    R  o .   o s´ ´ ´ ´ ´ ´� � � ������� �� ���� ������� �������� ���� �� ���� �� � ����� ��� ��� 2�����
 ���
�� ���´ o

     v(N–2,x)   max {R( ) + v(N-1,x )}      max {R( ) + R(x )} . (3)
[0,x] [0,x]

(2)
~ c ~ c
� �� �

� � � �

As o o    o    h( )  R( ) + R(x– ) .  E o´ ´ ´ ´��� ��� ���� �� � ������� ��������� � � � � ���~

 h´( )  R´( )  R´(x ), (4)� � �~ c c

���

 h´´( )  R´´( ) + R´´(x ) . (5)� � �~ c

T ´ , ó  o  ó     R   ,  .  R´´(x)  0 ,  o  ó   h´´( )  0   ,  ´ ´ ´ ´ �� � � � � �� � ��������� ����� ����� ��� �� ��� �� � � ���� � D
����� � ����� �� � � ������ � ����� ����� �� � � � ������� ���´s o o o o o o   h´( )  0 ,   o o o o o   h( )   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´* ~ h
�������� ���� �� �� �������� �� � ������� ���� �� ������������� ��� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  s o   [0,x] .  A    s s  h( )     oh
��������� ������´ ´os  [0,x] ,  

    max h( )  max {h(0) , h(x)} 
[0,x]�

�
�

~ ~

   max {R(0) + R(x) , R(x) + R(0)}  R(0) + R(x) . (6)~ ~

E o  o ó� ��� � �� �

 v(N 2,x)  R(0) + R(x),    (N 2,x)  0  x . (7) ´c ~ ~ c ~��� � � �* *

E  o ó ,  o o  o  ó :´ ´ ´ ´��� ���� � �� � ����� ��� � �� � ��� ��

 v(N t,x)  (t 1) R(0) + R(x),     (N t,x)  0  x. (8)  ´c ~ c ~ c ~��� � � �* *

E  o  ´��� ����� ���

 v(0,B)  (N 1) R(0) + R(x)     (0, B)  0  B. (9) ´~ c ~ ~��� � � �* *

1������ ��� � �� � � ��� � ���������� ����� ����� � �� � �������� � ������o  o ó  s, ó  o   s  R   s, ó    o´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� �� ��� � � ���� � � �� �� ����� ��� � � � � �� ��� � � �������� ����´ ´ ó   o ó  o  o o o  ó o    ó o ó .

1���������´ .   E  ó , o ó  s o s ó  s o o s o ,´ ´ ´ ´���� ����� � � �� ����� �� ����� �� � � � �� �� �� ����� �������� �

�� ����� �� �� ��� ���� ��� � � � � ����������� � ��� � �� ����� ��� ���� ��    ó  o o  o ´  Lagrange,  o o  o  s ´ ´ ´ ´ ´
��� ����������´ ´ .

4.8  H M´ o os  o  Lagrange´ ´�� � � � 1 ����������� � .  As o  o ó´�� ��� ��� � �� �����

 (max)  f(x,y)  5x 3x  + 6y 2y~ c c2 2

���� ����o ós:  g(x,y)  x + y  20. ~ ~

O o ós  g(x,y)  20   o os  o   g(x,y) 20  0 ,    o o´ ´ ´ ´���� ���� ����� �� ����� �� � � ��� ��� � ���������� ���~ c ~
� � ���� ���� �� ��� �� ��� ��� �������� � ��� �� ���� ��� � �� �������o  o ó  g(x,y) 20  0   o   o     o o  o o´ ´ ´ ´ ´c ~
���� ������������� ��������� ����� ��� ��� ���� ����� ������������� ��������� �� ��� ����  , o   o    (  ó´ ´ ´ ´ ´ ´
Lagrangian o  o os), o    s.´ ´ ´� � �� ������ � � ����� � ���

 L(x,y, )  5x 3x  + 6y 2y  + (x + y 20).� �~ c c c2 2
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1������ ��� �� �� �� �� ������ ��� �� � �� ���� ���� ���o  ó   ó     (x,y) ,    o o  o o ós  g(x,y) 20  0  ´ ´ ´ c ~
�������
���� � ���� �� ����� ��� �� ��� ���� �� ������������� ���������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´,   s Lagrangian      s s s  f(x,y) .
M o o   o ó , o ,  o  o ó  o o s s  L(x,y, ).´ ´ ´ ´� � ��� � �� � �� ������ �� �� ��� ��� � �� ����� ������ � ���� �� �

, �� ��� ������������ � ��� ��� �� �� �� ����� � � ��� �� � ��� ����� ��� ��    L(x,y, )  o  s ´ s ´ o s s  o  0   o  s´ ´ ´ ´
���� ���´ s

   5 6x +   0 L 
x
C
C

~ c ~�

   5 4y +   0 L 
x
C
C

~ c ~�

   x + y 20  0 . L C
C�

~ c ~

1������ ��� �� �� � ����� ��� ���� �� ������� ������� � � ���� �� � � � ��o  ó    (x ,y , )     o    ´   o o´ ´ ´ ´ ´ ´0 0 0

������ � ��� ��� � �� � 
��� ���� �� ��� ��� ����o o   Lagrangian, ó  o os  (x ,y )   s s ó s´ ´ ´ ´0 0

 1)  o o  o  o ó  x + y 20  0´���� � ��� � � ���� ���� c ~
 2)  o o     f(x,y).´ ´������ � ��� ��� ���������

, �� �� ������� � ��� ��� ���� � � ����������� ��� ��� � ������� �������  �� �  ´ o    o  os,  o  o   s os  x,y,   ´ ´ ´ ´ ´
��� ����� ��� o :´

 x    ,   y    ,      .0 0 0~ ~ ~ 237  242  212 
30  20 5

�

E o , o o  (x ,y )  o      o o  s  f :   h´ f(x ,y ) ´ ´ ´ ´ ´����� � � ����� ���� � ��� ������� ��� ������ � ���� ��0 0
2 0 0��������´ {

h  0 ,   h  .  ,´� D � s 1�������2

 f(x,y)  
6    0

  0 4
{ ~

c
c

2 > ?

��� s [ h   h  ]       6h 4h   0 ,  h  ,  h (0,0).
6    0 h

  0 4 h1 2
1

2

2 2 2
1 2h h ~ c c � D � £

c
c> ? > ?

4.9  ´   o   o ´ os  K o ´s  o       M´ o o    o -  Lagrange.´ ´/��� � � 1� ������ ���� �� 1 � � �� ��� �� � � � 1 �������� ��� �

   E o      1 .  H Lagrangian o  o os ´ ´ ´ ´ ´����
 ��� ��� ������ ������ �� � � �� ������ �����

 L(x ,y , ,y , )  R(y ) + y B1 2 N k k

N N

1 1

Ã ~ ² c ³� �� �

E o  o ó� ��� � �� �

   R´(y ) +   0 (1)C
C

L
yk
~ ~k �

    y B  0 , (2)C
C

L
N

1
�
~ c ~�

k

��� � ���� � � ����� � � � ��� �� � ��� �� � �������� �������     (1),(2)    y    ,  R´(y ) ,  M o o   o  ó    ´ ´ ´ ´ ´ ´* 0 *
k� ~ ~ c B 

N

������� � ���� �� ���� � ������o o s s  f(y1, ,y )  R(y )  o o ,´ ´Ã ~n k

N

1

�
������ � ���������� ����� � ��� 1�������´ ´ ´ ´ ´ o  s  R(y )   o s.  k
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 f(x , ,y )    ,

R (y ) 0 0

0 R (y ) 0

0 0 R (y )

{ Ã ~

c Ä
c Ä

Å Å Å
Ä c

2
1 n

(2)
1

(2)
2

(2)
n

v yx {x {
w z

!!FOOTNOTE 6:M   h´  o   o o o  o   h  (  s) .´ ´ ´ ´ ´ ´� ������
 ��� ������ � ������ � �������� � � �������� ������
��� ���� s ������   h´  f  h  0     h  ,  h  0  ,    R (y )  0 .´ ´h { h � D � £ c �2 n (2)

k
6

1���������´ .   O  o  o ó  s o s ó    o o o´ ´ ´ ´��� ��� ��� � �� ����� �������� ����� �� � � � �� ��� ��� � � �

-������ � 1� ���������� � ��������� ���� ��� ��� ���� �� �� ������ �������� �o  o o , o  o    ós o os  N– ´´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ���� ���� ���� �� ������ � ��� ��������� �� � ���� ��� ����� ����� �� o    N  o  s s.  To o o ó o  ó s´ ´ ´ ´ ´ ´
��� � � � � -������ � 1� ���������� � ��� ����� ��� ��� ��� ��������� �� ��� � � ����ó o  o  o  o o ,  o   s o  s ó o  s,´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ����� �� �� ��� � � � � -��� ��� � / ���� � � ����� � ��� � � � � ����������� �   s ó o s o  o o  o o , ó s   o os  o ´´ ´ ´ ´ ´
Lagrange.

1)  o o  o   Lagrangian  o    o   o o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´2� � ���� �� �� ������� � ������ ����� �� ��������� � � ����� ���� � ��
��� �� ����� � ��� ���� ���� � � ��������o . E o ,    o  os´ ´ ´ ´ ´

    0 ,    0,C C
C C

L L
yk
~ ~

�

 o   o   ´ o   ó o      o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ��� �� �� ������� � ��� ���� � � � � �������� ������� ��� ������ � �������
������ � ���� � ���� � � �� ������ ������� ��� ������� ����� � � ���� ���� �´ ´ ´ ´. H o o ó  o  o os  ó   o ós  o ´ .

2) O  o o  o  o o  o o   o      o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� � � � � -��� ��� � � ���� � ��� ����� �� ���� ������ �� ���� ��� � �� ��������
������ ����� ���� �� ��� � �� ������ ���� �� � � � ���� ������ ������ �� ������� ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  o o o s s o s ó s. . .     2  .

3) O  o o  o  o o  o o   o      o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� � � � � -��� ��� � � ���� � ��� ����� �� ���� ������ �� ���� ��� � �� �
������������� ��������� ��� � � ���� ���� � ��� ����� ���� ������ ���������� 2� ��������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   ( ) o  o o    o s s.    ,
������ �������������� �� ��� � � � � -������ � 1� ���������� � ����� �� ������� ´ ´ ´ ´ ´ ´  s ó o  o  o  o o    .

1)  o  o s    ´  s s s, /´ ´ ´ ´ ´ ´-�� ����� ����� �� ����� ��� ��� ������ ����� � � �� ������������� ��������� � ���
� � ���� ���� � o ´ .
2) O  o o  o o   o  o ,    ó   o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� ���� � �� � �� �� ������� ���� �� ��� �� ����� �� ����� ����� � �� ������� ��
�� ��������� �� � ��� s s o s´ ´

 x   S  ,    D (x ) .t t t t t� ��

3) To ó o  o   o  ´ o    ,    s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ������ � � ����� ��������� �� ������� � ��� �� ���� ���� ����� � ������ ����
� � �� ������ ������ � ������ �� ����o  o os  P(t,x) ,     s s  v(t,x).´ ´ ´ ´

4) M   o o o  o  o o  o   ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ����� ��� ����� �� ���� ��������
(   ) ,  ó  o   , ó , ó   “ s"´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� � �������� ������ ��� �� � ���� �������� � �� �� ���� ���� ������ �����
(“sadle points").

5) o      o     (t,x).´ ´ ´ ´1���� ��� ��� ���� ��� �������� � ������ � �* *~

 E  o o s,   o os o  o  o o    o o  o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � �� � � ��� � � � -������ � 1� ���������� � ���� ��� ���� ��� ������� � � � ��
�� � � � ���������� ��� ��� ���������� ���� ������ ��� � � � � ��������� � �����ó o o      ,  ó  o  ´ o   ,  S  ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´t

� ��������� � ���� � � , � ��� ������ � �� ��� ��o o  (“curse of dimensionality"  o  Bellman) .   ó s o s, ó  ´ ´ ´ ´
��� ���� � � �� ������ � ������� �� �������� ��� �� �������� � � �� ��� � � � ��o  o  o os o o , o   ó  o ó , ó s ´ ´ ´ ´
� ��� ������� o  .´ ´

6
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4.10.  ´   o   o ´ os  K o ´s  o  . ´,�������� � � 1� ������ ���� �� 1 � �    E   w  B,  w  ,  B ,   B    o´�� �� �� �k 1 2k
i , 

����� � �� ��� �� �� ��� �� �������o ,   w 0 , w   0  . As o   s o  .´ ´ ´ ´k k
i�  �

1� �����o  1´

 (max) R )
k=1
 (y�N

k k

���� ���� �o o´

 w   B ,�N
k=1

k ky �

 y   0 ,k �

1� �����o  2.´

 (max) R ) (y�N
k=1

k k

���� ���� �o o´

 w y    B  ,�N
k=1

k
1

k 1�

 w y   B  ,�N
k=1

k
2

k 2�

 y   0 .k �

T   o  o o o  o  o o  o  (Knapsack–problem), ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������� �� ������� � ��
 ���� �� ������� �� ����� � ���� � ���
������
 ���� ����� �� ����� �� �� ������������� ������ � ����� ���� ����� � ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o    o s s s s.  H o o   o o
 ��� � ��� ��� �� �� ��� ��� ���� � � � � ��� ��� �� �� ���� ��� ��s s : Y o o  ó  o   o (knapsack), o  o o o o   o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ���� �� �� ��� ���� �������� ���� ���� � ��� � � � ����� �o ó s  y , ,y  ,  ó  N  ó . O os  o o s o s ( .  .  B    o´ ´ ´ ´ ´1 n 1Ã
������ �������� ��� � � �� �� � ��� �� � ���� ��
�� � � ������ �������� �� � �´ ´ ´ ´ ´o ó os  o )  ó o   (B   o  o  o ó ó o 2

�� �� � � ���������� ��� �� ��� ���� �� � � ���� � � �� �� � ��� � �o ) .  O  s  R (y )  o    s o ó s  y   o  o o   k   o´ ´ ´ ´ ´k k k

��� ����� � � ���� � �� ����� ������� �� ��������� �� ������� ��� �� ���� �����o  o  o . To ó   o ó  o  ó  o os ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ����� ��� ��� ���� � �� � ��� ��� ���� ����� �� � ��� �� ������� ��� �� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o ó o,  ó s  o  ó , o  o  o    o o
����� ��������� � ������� ������ �� �� ��� �� �� �� �� ��� �������� �� �� �� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´    ,    ´ s  ó s   ó  o   
� �� ����� �� ����� � ���� �o ó  o o  o .´ ´

/��� � � 1� ������´  o  o ´ os 1.

M´ o os 1.  �� � As o  s s s :  z   w y       s o  o o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ��� ��������� ��� �� ��� ��������� ���� � � �� �� �k k k~
k  :  R (z )  R (z  / w ).  Tó  o ó   1   o o  o s ó  

~
´ ´ ´k k k k k~ �� � �� ����� ����� �� ����� �� � ��� �� �����

 (max) R )
~�N

1
k k(z

���� ���� �o o´

!!FOOTNOTE 7: o     '   o ,  o  '  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´,��� ��� ��� ��������� ������� � ���� �� � ��� �� ��������� �� � ������ ��
������ ��� ��� ����� ��� � ���������� � �� ����� ��� ���´ ´ ´ ´ ´s  48 ,  ó   o  o  s  R ( )    o s.k

    �N
k=1

kz B ,�
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 z   0 .k �

To  ó    o  o  o    o o  o.´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� �� ����� ���� ��� � ��� ����� � � � ��������� ���� �� �� ����� ��������

M´ o os 2.�� �   M    o  o os   s.´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ������ �� � � �� ������ ����� � ���

1 .  O  s o  s o  o o  ó s  o´ ´ ´K ´ s - A o ´ s.  ��������� � ����� � ��������� � � �� �������� �� ��
 ���� � ��� ��
���������� �� ����� ����� �� � � � � � ������ ��� ������ � ��� �� � � �´ ´ ´ ´ ´o ó  o s ó  o  o     47 .  T  o  ó s 
����� � �� ���� � ������ �� �� � � ��� �� ���� � � �� �����
 �� � � ���� ���� � �´  o    o o o o  ,  o   o  o  o ó o´ ´ ´ ´ ´
�� ������ ��� �� ���o os  1 .  E  o  ´ ´

 D(x )  {   :  w   x }  {   :    x /w } .t t t t t~ � ~ �� � � �

2. -������� � � ��������´  o  ´ os.

x   x w  ,  ´       x   B .´ ´ ´t + 1 t t t 1~ c ~� �� ������ ��������� ����� �

3. O   o  o  s.´ ´� ������� �� � �������������� ���� �� ��� �������� � � �� �´ s ´ o os  o ´  o o s´

H  o o s   s.´ ´ ´ ´���� �� ������� � ���� ����� � ���

 v(t,x)      max {R ( ) + v(t + 1, x–w )},
D(x )

~
��

� �
t

t t

�� ��������� �������   ´ ´

 v(N,x)      max R ( )  ,
D (x)

~
��

�
N

N
7

��� ����  :´
 v(1,B) .

5.  H T ´   ´  o  Lagrange.´������ � � ,��������� � 1 ����������� �   As o  o ó´�� ��� ��� � �� �����

������� � ����o o s´

 (max)  f(y ,y , ,y )1 2 nÃ

���� ���� �o o :´

 g (y , ,y )  B  , k  1,2, ,mk 1 n kÃ � ~ Ã
 (y , ,y )  S ,1 nÃ �

ó o   s   o o ó o o o o    ,  . .  o  o´ ´ ´ ´ ´� � ����� ��� � �� �� �� ��� � � � s � � ��� �� ������� ������� �n

�� ���������� � ����� �� ��� s ��
 ��� ��� ���������o o , s o   S    {y  ,  y 0 ,  i 1, ,n}.  O o   ´ ´ ´ ´ ´~ ~ � ~ Ã 
+
n

i i

Lagrangian s s.´ ���

 L(y , ,y  ; , , )  f(y , , y ) +  g(y , , y ) ,1 n 1 m 1 n k 1 nÃ Ã ~ Ã Ã� � ��m
k 1~

ó o  o o  ó     0 ,   o  o .  O  ó s ó s s Lagrangian ´ ´ ´ ´ ´� � �� ��� ��� �� � ����� �� �� � ����� � � �� ���� ��� ���� �� ����� i �
������ � �� ������� ��� ���� � � �� ������ � � � �����
 ���´ ´ ´ ´ ´ ´s o s s    o  o  o .

1� ����o  1.    ´ A   y   (y , , y )  S  o o    L(y , , y  , )   o o ó  ´ ´� ������ � ��� ��� � ��� ��� � ������* * *
1 n 1 n~ Ã � Ã

� � � � �� � ����� ����� ��� �������� ���� � � �� ������~ Ã � Ã( , , )  (0, ,0) ,  ó  o o  y       o  o os´ ´ ´ ´ ´1 m
*

7
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 (max)  f(y , ,y )1 nÃ
���� ���� �o o :´
 g (y , ,y )  g(y , , y )k 1 n 1 n

* *Ã � Ã
 (y , ,y )  S .1 nÃ �

A o .´� �����

 L(y , )  L(y, )   y S ,         g (y)  g (y )    k ,  * *
k k� �� D � � D

������́

 f(y , ,y ) + g (y , ,y )  f(y , ,y ) + g(y , ,y )   * * * *
1 n 1 nk k 1 n k 1 nÃ Ã � Ã Ã ¬� �m m

k=1 k=1

� �

 f(y , ,y ) f(y , ,y )  g (y , ,y ) g (y , ,y ) ,* * * *
1 n 1 n1 n k k 1 n kÃ c Ã � Ã c Ã� 4 5m

k=1

�

���� � ��� �� ��� ������ ��´ ´ ´  0 ,   o   ó   g (y) g (y ) 0.k k k
*� c �

A ,   ó     f( )   ó   f(y ) f(y).´ ´�� � ��������� ���� ���� ��� ��� ����������� ��h �*

1� ����o   2.   ´ As o   Lagrangian  o ó  o    ó o o ó´ ´ ´�� ��� ��� ��� ��� � �� ����� � � ���� ��� � � ���� ����

 L(y , ,y  , )  f(y , ,y ) + g(y , ,y ).1 n 1 n 1 nÃ ~ Ã Ã� �

As o o    P( )  o ó  o o s s Lagrangian  o o o  S ,   s´ ´ ´ ´���� ��� ��� �� � � �� ����� ������ � ���� �� ��� �� ��� � ��� �
�� ��� ��� �� ��� � � � � � � ����� ������ ��� �������� ����� � �o o  ó     ,   0 ,  ó o    ,  y  , y    o s s s ´ ´ ´ ´ ´1 2 1 2

1 2� �
�� ������ � � � ��o   P( ) , P( Tó´ 1 2).  

  g(y )  g(y ) .1 2�

A o .  ´� ����� / � � � �� � ����� �������� ��� � � �� ���ó  o  ó     y      o  P( ) ,  o´ ´ ´1
1

 L(y , )  L(y , ) (1)1 2
1 1� ��

A o  o´ ´��� �� ����� ���

 L (y , )  L(y , ) (2)2 1
2 2� ��

-�����́

 f(y , ,y ) + g(y , ,y )  f(y , ,y ) + g(y , ,y ) , (3)1 1 1 1 2 2 2 2
1 n 1 n 1 n 1 n1 1Ã Ã � Ã Ã� �

���

 f(y , ,y ) + g(y , ,y )  f(y , ,y ) + g(y , ,y ) . (4)2 2 2 2 1 1 1 1
1 n 1 n 1 n 1 n2 2Ã Ã � Ã Ã� �

1� ���� ��� �� ��� ����� ���o o s s  (3)    (4)  o :´ ´

 g(y , ,y ) g(y , ,y )   g(y , ,y )  g(y , ,y )  . (5)� �1 2
1 1 2 2 1 1 2 2
1 n 1 n 1 n 1 n4 5 4 5Ã c Ã � Ã c Ã

T ´ ,   0 ,     (5)   ó  :´ ´ �� ������ � � � ����������� ��1 2� �

 g(y )  g(y ).1 2�

1���������´ .   As o o  ó  o   o  o ó  ´ ´ ´�� ��� ��� �� ��� ��� �� ��� ��� � �� �����
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 max  f(y , ,y )1 nÃ

 g(y , ,y )  B,1 nÃ �

 (y , ,y ) S.1 nÃ �

B ó o  s  o s  1    2  o o   o   s o o´ ´ ´ ´ ´���
 ��� � ��� �� ����� ��� �� � ��� �� ���������� ��� ��� ��� ���� � �������
��� � �� � ��� ��� � �������� ���� � � �� ������ � �� ���� �� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´o o.  E   0 ,     y      o  o os  P( ) .  Tó ,   1 1

1�
�� ���� � ����� �������� ��� � �� �����ó   1 ,    y      o ó´ ´1

 max f(y , ,y ) ,  g(y , ,y )  g(y , ,y )    y S . 1 n 1 n
1 1
1 nÃ Ã � Ã �

 A   g(y , ,y )  B ,  ó  o    0 ,  o o   ,  o   o  P( )  ´ ´ ´ ´ ´� � �� ������ ��� ��� � ��������� � � � ��� ��� ���� � �1 1
1 n 2 1 2Ã � �

�� ��
 ��� �� ��� �� ���� ��´ o s ó  ó   2  ó    g(y , ,y )  g(y , ,y ).2 2 1 1
1 n 1 nÃ � Ã

A   g(y , ,y )  B ,  o      ó o o    ,   o  o  P( ).  ´ ´ ´� ������ ��� ��� � ���� ��� � � � ��� ��� ��� � � .�1 1
1 n 2 1 2Ã �

�������� ��� �� ���������� ��� �� ��� ��� � ����� ��� � � � �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o  s s (iterations) ó  o  o o o  y   o o o o ok

 B   g(y , ,y )  B.c � Ã �� k k
1 n

A     ó  ó    o os   o o o  y   o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� ������� ����� ���� �� � ������� ��� � �� ���� ��� � ����� � � ���� � ���k

������� ��� ���� ���� ����� ���� �� ������� ������� � �� ��� ��� �� ����� �� ������� ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó ,    o  . A  o   ó   
�� ��� ���� ���� � � �� �� � ��� �� ���������� ��� ��� ���� �� ������������ ��� � ����o  o o s, ó  o o   o   o   o o, ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� �� � �� ���� ��� ������ ������ � ��� ���� �� ���� �� ������ � ��� �� �� ����´   ó   2   . Y  ó s  o   o s o  s ó s  2  ´ ´ ´ ´ ´ ´
( ) o   ó   s o .´ ´ ´������ � � ����� ����� � �� �� � ������

/��� � � 1� ������´  o  o ´ os  2.  As o   o ó´ ´�� ��� ��� ���� � �� �����

(max) R ) (y�N
k=1

k k

���� ���� �o o´

�N
k=1

k
1

k 1w y    B  ,�

�N
k=1

k
2

k 2w y   B  ,�

y   0 ,k �

ó o   w   0,B ,B    o  o .´ ´ ´� � ����� �� �� � ����� �t 1 2�

M´ o os  1 .�� �
1.  K ´ s–A o ´ s .  ��������� � ����� i) E   (x ,x )  o os  ´ , ó o   x  (x )  o´ ´�� � 
��� � � �������� � � � ���� ��
��1 1 1 2

t t t t

��� � � ���� � � � � � � � �� ����� ��� ����� �� ��� �������� ���� ������ o ó  o  ó o   1 (2)  o  o   o  s ó s  t,t + 1, ,N  ´ ´ ´ ´Ã
���� �� �� �� ����� ��´ ´ s  t 1  ´ s o s.c

ii) H o ó  o  o   ó   t    ó     o  o  ´ ´ ´� � ���� � � ������ ��� ���� �������� ���� ����� � �� ���� � � � ������ ���� ����t

“ o o"  t ,    :  w   x  ,    w   x  .  To o o  D(x )   o ó  o :  D(x )  ´ ´ ´ ´���� � ��� ������ � ��� � ��� � ����� � �� � �1 1 2 2
t t t tt t t t� � ~

[0 , min{x /w  ,  i 1,2}].i
t t

i ~

2. ´  o  ´ os -������� � � 2�������

(x ,x )  (x w  , x w )1 2 1 1 2 2
t+1 t+1 t t t tt t~ c c� �

3. ´ o os o o s´H    ´ ´��������� ��������� �� � �� �
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  c (x ,x ), )  R ( ),² ~1 2
t t t t t� �

��� � ���������   ´ �������� � � �� �o ´  o o s´

 c(x ,x )         max {R ( )} .^
D(x , x )

1 2
N N

N
1 2
N N

N N~
��

�

H  o o s   ´ ´ ´���� �� ������� � ���� ����� �

  v(t,(x ,x ))           max R ( ) + v(t + 1,x w  x   w )
D(x , x )

1 2 1 1 2 2
t t t t t t1 2

t t

t~ c c
��

�D E� �,

�� ��������� �������   ´ ´

  v(N,(x ,x )  c(x ,x )^1 2 1 2
N N N N~

��� ����  :  v(1,B ,B ) .´ 1 2

M´ o os  2.  �� � E     0 .  o   o s ó´ ´�� � .� � ��� � ��� �� �����1 �

 max  R (y ) + w y� �N N

k=1
k k 1 k

1

2
k�

���� ���� �o o  :´

 w y   B  ,�N
k=1

1
k k 1�

 y   0 .k �

1������ ��� �� � ������������� ��������� ���� ��� � ���o  ó       o´ ´ ´ ´ ´

 R (y ) ,  ó o   R (y )  R (y ) + w y
~ ~�N

k=1
k k k k k k 1 k

2
k� � �~  .

E , o  ó    o o o ó  o o ,  o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� � ������� �� ����� ����� ��� � � ������� �� ����� �� ����� � ��� �� ��� �� �����

ó s o ó   1 .  E   y     .  A   w y   g (y )  B  ,  ó    ´ ´ ´� � �� ����� �� � �������� ���� � � �� ���� �� �� ���* 2 * *
N

1
k k 2 2

� ~ ~

�� ���� �� ��� ���� ��� ���� �� ����� �� ����� ��� �� ������
 ��� �� ��� ��� ���� ���ó   1  o     o ó ó ,  ó  o      ´ ´ ´ ´ ´
� � � ����������� � ���� �� �� �� �� ������ ���� ���������� � � ������� ����o  o  Lagrange   ,     ó     o   ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� �� ���� ó   2.

1����������´ s.   As o  o ó  o s  m– ó  ´ ´�� ��� ��� � �� ����� ����� �� � � �

 max  R (y )�N
k=1

k k

���� ���� �o o´

 w y   B  ,   i  1, ,m ,�N
k=1

i
k k i� ~ Ã

 y   0 .k �

1.  O  s o  os,  ´  o  o  s o s  (x ,x , ,x )  ´ ´ ´ ´ ´� ���������� � � �������� � �� �������� ���� �� ���������� �� � ��� 1 2 m
t t tÃ

ó o   x     t,t + 1, ,N .  O  ´ o    s o s  S   [0,B ]  [0,B ]    ´ ´ ´ ´� � ����� � � � � ��������� � ����� �� � ���i
t t 1 2Ã ~ d d Ä d
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[0,B ] .  A  o  o  ó  o  o s    s,  ó  o ós ´ ´ ´ ´ ´ ´m � ������ � �� ��� ��� �� � ����� �� ������ �� ����� ������� � �� ����� � �

� �� � ��������� � �� ����� �� ��ó  (= )   os   (B  + 1)(B  + 1) (B  + 1)(1 + 2 +  + N)  (B  + 1)´ ´ ´ 1 2 m i

m

1

Ä Ã ~ �  

N (N + 1)
2 i . A  ´� ������o   B   B  i ,  ó  o  ós  os  ´ ´ ´� � �� ������� ����� ����� �� ��~ D

 K  (1 + B)  O ós ós    os o  o ,  . .  B  9 ,  N  5 ´ ´ ´ ´ ´~ ~ ~m N(N + 1)
2

 .  ����� ��� ������ �� ����� ����� � �� ���� �� � � ��
,  m  10 ,  ó   K  10   15, ´   : B  9 ,  N  5 ,  m  20 ,  ó   K  10   15.  H ,´~ ~ d ~ ~ ~ ~ d� �� �� �� � �� ����10 20

� �� � �� ��� � ����� �� ��������� � �� �� �  �� ��� ����� ������ ��� � � �o ó ,   o  H/Y   o  ó o ( ´ s ) ó   .  H o os ´ ´ ´ ´ ´ ´
1 ����������� � ����� ��� ������� ��� �� ����� � ��� ��� �������� �o ´  Lagrange   o   ´ o   o´ ´ ´ ´  �

�� ������o os  m.´

2.  1������ ��� �� ��� ������ �� � � � ���������� ����� �������� � ��o  ó    o  o  s   R (y )   s R (y )  r y  ,  ó´ ´ ´ ´ ´k k k k k k~
� ������� �� ����� ����� ��� �� ����� ������� � ���������� � �������o  ó    ó  o o o . O ós´ ´ ´ ´ ´��

�� ���������� � �� � �� ����� ��� ���� ��� � ���� �� ������ � ������� �o ós o ó  s    o o s o  o´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ���������� � � � ����� ��������������� ��� ����  �� � � � ��������� ������ �� �����o o , o      o  o  s  y     ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´´�� k

�������´ s.

6 . E o ´s o  o ´ os K o ´s o .´���� �� � � 1� ������ ���� �� 1 � �

6.1. o  o ´  ´ .  ´1� ����� 2������� � 2������� �  As o    o  o  o  N  ´ ´ ´�� ��� ��� ��� ������� � � �� � ��� ������́

�� ����� ��� � �� ��� ��� �� � ������� � ������ ��� �� � � �� �� �����o  (components),  s o o  ó  o  o , ó  ó  o   o´ ´ ´ ´ ´
� ���� �� 2�������� � ������� ���� �����  ���o o .  o   s s.´ ´ ´ ´���́

    c    c    c  1 2 N

E   P    ó  ó  o o o  c   o ,    w   o “ os" (  ó os o´ ´ ´ ´ ´�� � ����� ���� �� � �� ���� � ������ ��� ��� � ��� � �� �k k k � �) 

�� ���� � � -�� ����� �� �� �� ����� ����� ���������� � ��� �� � ���o o   c  ,    1, ,N .  ó  ó   o    o  o o o.´ ´ ´ ´ ´ ´k ~ Ã
Tó    (reliability) o  os   ´ ´ ´ ´�� � � � �������� ����� ��� ����� ������o ´  

 R P  .  ~ �N
k

k
~1

E s ó os   o   o  o  os o o     ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �� � ��� �� ����� ��� ��� ��� ������ � � �������� ������ ���� ��� �� ���������
������� �� ����� �� ����� � � ������ � �� ���� � � � �� ���� ��� �� �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ o .  E   y   o ós  o  o  o  o o  o o o  c .k k

2�������� � ������� � �� ������������  ���´ ´ ´ ´, o  ´   s s 

  c    c    c  1 2 N

  c    c    c  1 2 N

                Å Å Å

  c    c    c  1 2 N

To  k– o  o  ó  o o   o  o  o  o o . H o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ������� � ������ ��� � ������� � ��� �� �� �� ����� � � � ���� �� ��� ������
� � �� �������� �� � � �� ��� �� ������ �� ����� ����� ��� ��o   k– o os, o o o o o  o   y   o ,     ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´k

 R (y )   1  P(    y +1  o   o o )´ ´k k k~ c ��� �� �� ����� ��� � ���� ��

   1  (1  P ) .~ c c k
1 + yk

H o  o  ó o  os    ´ ´ ´ ´��� ������ � � � � �������� ����� ��� ��
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 R(y , ,y )  R (y ) .1 N k k

N

k 1

Ã ~ �
~

O o ós s   o  s s   y , ,y  ,  o  o o o   o  o´ ´ ´ ´ ´�� � �� ����� �� �� ��� �� ���� � � � � ������ � � �� ��� ��� ������ � �1 NÃ
�������� ��� �� � � ���� ���� �� � ��� ��� ��� ��� ������ �� ������� ��� �� ����´ ´ ´ ´ ´os  o o  o ó ó  o o ó os      ´
���� 2��� ���� �� ���´ ´ ´  w.  o  o  

 max  R(y , ,y )  R (y ) ,1 N k k

N

k 1

Ã ~ �
~

���� ����o ós

 w (y  + 1)  w ,�N
i 1

i i
~

�

 y   0 .i �

E  o o  o  ó  o  ó   o o  o ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� � ��� �� � ������� �� ����� ����� �� ����� �� �

 (max)   log R(y , ,y )  log R (y ) ,1 N k k

N

k 1

Ã ~ �
~

���� ����o ós 

 w y   w   (w w ) ,� �N N

i 1 i 1
i i i

1

~ ~
� ~ c

 y   0 .i �

To ó o ó    ó  o s  ó    o  o , ó o  o´ ´ ´ ´ ´�� ��� �� ����� ����� ��� �� ����� ����� �� � � � ��� ������ � � � ��� � � �
��������� ������ �� ����� ������ � ����� �´ ´ ´ ´ ´s  y      o  o .i

6.2.  o   o ´   ´     Bo    ´ ´ ´1� ����� 2������� � 2������� � 1� � � ���� � As o o  ó   ó´�� ��� ��� �� ��� � ��

� ��
���� �� ���� �� 2� ���� ���� �� ������� ��� ��� ����� � ��� � �� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   N  o s   o   k  o   ó  y   o  ´k

� ���� � � � � � � ������ ��� ������ ������ ��� �������� ����� ���� ����� ��� � � �o ´  ( . . o o o  o , o  o s, o  o s, . . .) .´ ´ ´ ´ ´ ´
To ó    o  s    y  ,  k 1, ,N ,   ´   o o o´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ������ ��� ���� ��� �� ����  ��� �� ������� � ��� ���k ~ Ã
��� � ���� �� � �� 2� ��� �� �� ������ � � ����� � ��� ��� ��� �������� ��������´ ´ ´ ´ ´ ´o o o ó o s.    ´   o   o  1965    o  
�� �� ��� ������ � ������� �� ��� �� �����s N s Yó s,  o o   s o  .´ ´ ´ ´

 A  os s o s i ,  i  1, ,N´ ´i ~ ~ Ã����� �� ���� ��

  o os ó os  ´   o  ó o   o   i´ ´ ´ ´� ��� � � � �������� � ��� � ���� �� � � ���� ���� ��i ~

 s  o os ó os o  ó o  o   o  o   ´ ´ ´ ´i ~ ��� � � � �� � � � � ��� � ���� ����� ������ ��� ���
    ó  o   i .´�������� ���� ���� ��

2�� ���� �� � �� ������ � ������ ��� �� � ����� ����� � ��� �������� ��� �� ��� o ó o s o o  o os ó os ó s    ó  ó  ´ ´ ´ ´
� �� � � ���������� �� ����� ������� �� ��� ���� �� ������� ��� � � ��� �� �ó , ó o   o   ó    o   o  o ó o´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ����� ���� ���� �� ������� �� ��� ��������� �� � ���ó s  o   i   o   s o s ´ ´ ´ ´

 r ( y )   + b   ,i i i i~ � A
y s 

i

i i ic�

ó o    , b    o  o  o   s ó o s.´ ´ ´ ´� � � ����� �������� � � � ����� ���� �� ���������� ��� � �i i

E  o ó   o  ó s o s s   ó   ´ ´ ´��� � �� ����� ��� � � �������� �� ��� �������� �������� ��� ��� � �� �����



KATEXAKH   M. N.      YNAMIKO   POPAMMATIMO' " ' & '

 (min)        r (y )�N
i=1

i i
 

     

� i
N

j=1

j
��

���� ����o ós

 y   B ,�N
1

i �

 y   0 .i �

6.3. To o  o  Ko ´ os o o .´ ´1� ����� � � ����� 1� � �� �   (Cutting Stock Problem) .  E  o o ´ ´�� ��� ����� �������

���� � ����� � ������ � ��� � 1����� ����� �� � ����� � � �� �� �� ��� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o s o  o  o s  l .  s o  o   o   o  os  l     l   1 2

� � ���� ��� ������ ��� ��� ����� ���� ��� ������� � � ��� ����������� �����o ó s  m     m   o .  To o o     o   o ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´1 2

���� ����� � �� � � ��� �� � ��� �� ���� �o ´  ó    ó  s o s (cutting patterns).´

E   P   o  j  ó os o os o o o os o  s s.  P   (p  , p ) ,  ó o   p   ós´ ´ ´ ´�� �� � � ����� � � ��
����  ��� � � �����j j 1j 2j kj~ ~
� ����� � ��� � � � � � ���� �� ��� ���� ����� � � �o ´  o s  l   o  ó o  o  o o s  l ,  k 1,2 ,  .  .  P   (10,0) ,  P   ´ ´ ´k 1 2~ ~ ~
(8,4) ,  P   (0,20) . O  ó o  o  s o   o s o o s ó o s, ´ ´ ´ ´3 ~ ��� � � ���� � ������ ���� � �� � � ���� ����� � �� � � �����
�� ��� �� � ������ �� � �� �������� �� ��� �� � ��� �� ��� ���� �� ����� � �� � �����o o  o ,  o o  o   o  ó  o . To ó  o ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ���� ��� ��� ���� � ����� � � ��� � � � ����������� � ��� �� ���� � ��� ��� ��� o o   o ó  o o o  ,   o o o  ´ ´ ´ ´ ´

����� � ������ ����� �� ������� � ��� ��� � � ��� ��� ����� � � ���� � � � �� � ��� �´ ´ ´ ´ ´. I o ,   o o o   o  o ó ó   o   ó  o
��� ����� ��� �� ���� � ����� ��� 
�����o o   o o   .´ ´ ´

E  o ó   y   o ós    o   o o   o  ó o  P  ,  i 1, ,N,   ó o   N    o´ ´ ´�� � �� � ����� � � ���� � � � �� � � �� �� � � �� � � � �����i j ~ Ã
��� ��� ����� ���� ����� � �� � � � ����� � � ������ � ��� � ��� ����� �� �����o ós ós o ´  ó  o os o  o o  o o o.  To ó´ ´ ´
� �� � �����o ó   ´

 (min) y  ,�N
i 1

i
~

���� ���� �o o  ´

   P y  +  + P y           ,n
n1 1 N N 1

2
Ä � 8 9

 y   0 .i �

H  o  o os    o  o  s  ´   s o s  ´ ´ ´ ´ ´ ´��������� � � �� ������ ��� ��� ������ �� � � � ��������� � � ����� � ����� �� � ���
l ,l , ,l  ,   o ó s  m ,m , ,m     o o  .´ ´ ´1 2 n 1 2 nÃ Ã�� � � ���� ��� ����� ���� � �� �����

7.  o o ´ o  o ´ .1� 1 ���� ��1� �������

7.1.  o   A o s.´ ´1� ����� � �����

              B

  E ó   9- - �� ��2 3

 -1



KATEXAKH   M. N.      YNAMIKO   POPAMMATIMO' " ' & '

O  s s   o o ó s  o  s :´ ´ ´ ´ ´ ´� ������ ������� �� ��� ��� ����� �� ����� ����� � ���
#

1)   o o    o o   o ó   B  o  ( . . ó  , ó ´ ´ ´ ´ ´2� ��� � ��� - � � �������� ��� � � ���� ���� � � � ��� ��� �������� ��� ���1

������ � � �´ , . . .).

2) To o o    ,  o     ' ó   o o ó o.´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� - ����������� ����� � � � ����� ���� � ��� �� ������ ��� � �� �� ������1

Tó     s s ,  ´    o o o   .´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ������ �� � ��� ��������� ����  ��� � ����� �� � ��� �� ���������� �������

3) To ó o o o    ,      o  ´ ,   o´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� � ��� - ���
�� ����
�� � 
�� �� �� ��� � ����� ������� � ��� ��� � ���1

��� � ����
�� �� ��������� � � ���� �� ����� - � � ����
�� ��� ������� ��� �����´     o  o ó s  2  ó o    .  O ós ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ��� ������� � � � ��
���� �� �� � � ��� ��� ��� ����
�� ��� �� � ��� - �� o    (B)  ó o    o o s.  E ,  os   o o o    ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ 1

��� ��� ��� ��������� �� � ��� � ����� �� � ��� - ������� �� ������� ��� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o os  o  o o  o o o   .  H  s   -3

� ���� �� ����� ��� ����� ��� ��� ���������� �� ����� �� � �� � ��� ������� ó   o  o    s s,  ó s  o  .´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

H  o  o  o   ó o ó    s (transition´ ´ ´ ´ ´��� ��� �� � � ����� ��� �� ��� � �� ����� ����� ������ �� �� �� ������o ´s ´s 
epoch).  ,  ó ó     o  o   ´ ´ ´ ´ ´ ´2����������� ����� ����� �� � ����� ���� ���������� � � �����
 ��� ����� ���
���������� � � ����������� �� ������ �� � ��� �� ��������´ ´ ´ ´ o     ó o, . o   (0, ) .B

t 0 t  t  t      0 1 2 3~ ÄÄ

� � � � �0 1 2 3 4~ ÄÄ0          

,�� �� ������ � ��� ��� ��� ��� � � ��� � � ������� � �� ���������� � ����� ��������� ��  o o o   o o o  o  o  o o   o ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ��� ��� � �������� �� �������� ���� � � �� � �� �� ���� ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´o  o   (0, )     (discretize o  ó o) .  H o o s o osB
����� �� ������ � ��� ��� ���������� �� � ��� ���� � ��� � � � ���� ������� ��� �� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o o o   o  (  o ) o s . .   ó  o
��� � � ��������� ����� ����� � �� �� ����� �� �� ��� ����´ ´ ´ ´ ´ ´os o   k  os  t t    ó    o   1 sec     k 1,2.  Tok k–1c ~
�� ���� ������ ��� � � � �� ��� �������� ����� ���� ���� � � � �� ������� �� ����� ����´    o  o ó o ó   ó  o   o    ,´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� �� ��� �� ����������´ ´ o  ó  .

M   o os   o  o   (0, ) ,    ,  ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ������� ��� � ��� �� � ��� ��� � �������� �� �������� ���� ��������� ���B
���� ��� ��� ���� ��� ���������� � � �������� �� ����� �� ���������� � � � � ��´ ´ ´ ´ ´ ´o      o    o     ( , ) ,  ( , ) ,   0 1 1 2 Ã
o o  '     o   o o os.   O  o s s  , , ,   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� �� � ���� ��� ������ �� ��� �� �� ����������� � ��� ��� � �� ���� ������ � � �0 1 2 Ã
o o o   (transition epochs ),  o   o ó  o  ,´ ´ ´� ��
 ���� ��� ���� �� �� � �� ����� � � ���������� �� ������o ´s ´s 
����� �� � �� � �� � � ��� �� �� ��� ���´ ´ ´o  o o  ó o    s  o o .

,�� � ����������� �� ����� ��� ����� �� ����� �������� �� ����� ��� ��� ���� �� o o ó , ó  ó   ó  o    s´ ´ ´ ´

�� ���� � � ���� � �� � � ��� � ���� ����� � �� � �� ��
������ �� � ��� -ó s (control) ó o  o  o   o  o  o ó os  o o o   ,  ´ ´ ´ ´ ´
#

3

�� ���� ��� �������� � � �� ��� � ���� � � � � ������ ��� ������� ��� ���� �� �� ����´     o ´  ó   ( , ) ,  o     s ó s´ ´ ´ ´ ´k-1 k

( o  s s) .´ ´�� ���� �� �������

E  o ó  ,     o ó os o     o   ´  o   ( . .  kgr)  o ó os´ ´ ´ ´ ´��� � �� � � ����� �� � � � ���������� ����� � � � �� �� � ���� � � ��� �� � ��1

��
����� �� � ��� - � � � 1������ ��� �� � �� �� ������ ��� ��
 ���� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ o o o  ,  . . . o  ó  o  o s s o o  o 3

����� �������� �� ����� ���� ���������� � � �� � �������o  s s s  o  o o .´ ´ ´ ´��� �� � ������ s o ´s 

,�� �� �������� ��� � �� ����� � ����� ��� �� � � ���� ����� � ������� � �������� �  o  o ó , s o   o  o ó ´   ´ .´ ´ ´
E  �� 

 x   :  o ó  oó ,   kg ,  o    o   ,  ,  ´ ´t 1 2~ � � ���� ��� � �� � � ������� ��� � ���� - - ���

    s s ´ s,   s ó o   ( , ) .´��� �� ������ � ��� ��� ���� ���� �� ���� � � � �
#

t t + 1
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 y   :  o ó ,   kg ,   o  o  o   o   ´ ´ ´t 1~ � � ���� �� �� 
�� ��� � ���� � � � ������� �� - ����
    s ó o   ( , ) .´���� �� ���� � � � �t t + 1

 z  :  o ó ,   kg , oó  o   o     s s´ ´t 3~ � � ���� �� ��� � � � ������� �� - ��� ��� �� ������
   ´ s,   s ó o   ( , ) .´� ��� ��� ���� ���� �� ���� � � � �t t + 1

 B :   o ó  o  o o o.´ ´ ´~ ������ � � ���� ���� � �� � ���

  :   o o o ó o  o  o     (B)   ´ ´ ´� � � � �� � � ��� � � � � ������� ��������� ��t ~
 o  os o o o   ,   o o  t ,  . o´ ´ ´ ´�� � ����� �� � � ��� - ���� ��� ���� � ��� �3 ²
   ( , )  .  O  s o  o    o   , ´ ´ ´ ´ ´�������� � � � ���� � � � � �� ��� �� ����� �����t t + 1 t³
 o   [0,1] .´�� ��������

O  o  o  s o  s s s– s,  o  o   ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� � ������� � �� ��� �� �� ��� ������ ���������� � � �������� �� ��� ��
����������´  .

i)  T(x ,y , ) :   ó os o       o  o  o ó os ( . .´ ´ ´ ´t t t� �� � � � ���������� ��� �� ��
����� ��� ������ � � ���� �� � �� � �~
� ���� �� - ��� ����� � ��������� �� � ��� ��� � ����� � �� ���� ��o kg) o    ó   (x , y )     o o o,      o o  s´ ´ ´ ´ ´ ´~ 3 t t t

������� ���� �� �� ���� ���� � � � 1������ ��� �� ��´ ´ ´ ´ ´s   o  o o  ( , ).  o  ´  ó  t t + 1

    + T(x ,y , ) .� � �t + 1 t t t t~

ii)  h(x ,y )  :    H o ó  oó  o    ó  o  o ó os o   ,  ´ ´t t 3~ � � ���� ��� � � � ���������� ���� �� ���� � ���� �� � �� �� -
��� ��� � � �o    x ,y  .´ t t

iii)  g(x ,y , )  :   o ó  o  (   kg) o   ,  o     oó    o o  ´ ´ ´ ´t t t 3� � � ���� ���� � �� �� - � � �� 
�� ��� �� ��� � ���� ��� ���� �~
( , ) ,      (x ,y , ) .´� � ��� ��������� � � �t t + 1 t t t

H    s s s s  o ó s.´ ´ ´ ´ ´ ´����� ���� ���������� ��������� �� ��� ������ ��� ������� � � ����

 1)  x  + y  + z   B , t  0,1,2,  ,t t t ~ ~ Ã

 2)  z   z  + h(x ,y ) ,       t 0,1,  ,t + 1 t t t~ ~ Ã

 3)  x   x  + g(x ,y , ) h(x ,y ) ,t + 1 t t t t t t~ c�

 4)  y   y g(x ,y , ) 1 h(x , y )  .t + 1 t t t t t t~ c c ² c ³�

H   (1)     s s  o o ós ó    o  o o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� �����
�� ��� ��������� �� ��
� ��� � ��� � �� �� ���� �� ���� ���� � �
� � ���� �� � �� �� - ������� ���� ��� � ���� � ���� �� �����
�� � ��� � �� �o ó  o ó os o       o ,      (2)   o o ós ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´3

� � ���� � � ��� � �� - ������� �� � � ���� ����� � � ���� �� �����
�� �o ó  o  oo  o      o ó s o s  h(x ,y ) ,    (3)  o´ ´ ´ ´3 t t

��� � �� � � � ���� ��� � ��� � ���� - - ������� � � 
�� �� ��� ����� ���� � � o ós ó   o ó  oo   o    ,     ó  s  o  ó´ ´ ´ ´
#

1 2

�� � � �� � ��� - �� � ���� �� �����
�� � ��� � �� � ���� �� � ��� - ���ó o  o o o   . T os,    (4)  o o ós ó  o ó o o o   -´ ´ ´ ´ ´3 1

� ����� � � 
�� �� ��� �� �� � � �� � �� �� � ��� - � � �� ���� � ���� �� � �� � �´  ó  s  s ó o  o ó os o o o  ,  ó o    o  o ó os o´ ´ ´ ´3

�������� �� - ����� � � � ���� � � ��� � ��� ����� � � � ���� � �´ ´ ´ o ,  h(x ,y )    o ó  o  oó    (1  h(x ,y ))    o ó  3 t t t tc
��� � ��� �´  o ´ .

O  ´ s  (1)  (4)  o o    o  os, ó o    o´ ´ ´ ´� ���� ��� ��� ��
 �� ��� �������� � � �������� � � � ��������� � �c
�������� ��
���� �� ��� ������ ��� � �� ���� �´ ´ ´os o  o    (x ,y ,z )    ó                D(x ,y ,z )  [0,1] .t t t t t t t� ~

2�������� �� ���´ ´ o  

 x ,y ,z  x ,y ,z
 

t t t t+1 t+1 t+1
tc c c c c c ¦�

ó o    x  , y  , z   o o  o s s  (1)    (4) .´ ´ ´� � �� ��
 ���� �� �� ������ �����t+1 t+1 t+1

As o o  ó  o ó os s   o   N  o s o ó os o   o   Z  ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� �� � �� ����� �� ����� ��� � ���� �� � �� � � �� ������ ��
� ���� ��� � �� � �� - �� � ����� � �� ���� ��o s (kg) oó  ( o os o   ) o o ó  o o .´ ´ ´3
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E o   o  s s - o s    o  os.  A ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� ����� �� ���������� �� ����� ��� ��� �������� � � �������� �� ����� ��
o o  s s o os  o  ó o s.    o o  o  ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� ��� �� ���������� ���� �� ��� �������� � � �� � -�� ����� ���� � �� � ��� �� �
��������� ���� �� � �� � ��
���� �� ��� ��������� � �� � ��������� �������� �´ ´ ´ ´ ´ ´ o os ó o s o  o    T(x ,y , )  ´    ot t t

� �� � ��
����  ���ó o s o  s s´ ´

 c(N,x ,y ,z  )        x  ,   y  ,^
N N N N N~ DH  

 

 M       z   z

     0      z   z

c £

~

��

��

N

N

ó o   M   s os ós.´ ´ ´� � ����� ��� ����� �����

H      (0,x ,y ,z )  (0,0,B,0) .´ ´ ´������ ��������� ����� � 0 0 0 ~

1���������´ .  ó  s (1)  ´  s  y    s o s ó o   t  o    o o´ ´ ´/ � �� � �� �� �� ��� �� �� ���� ���� � � ��� �� ��� �� ��� ���t

��� ��������� �� �� ��
 ��� ����� ��� ��������� � � �������� ���   x  :  B – y  – t .  A  o  ´s   o  os ó´ ´ ´ ´t t~
�� ��
 ��� �� ���� �� ������´ ´ ´o  s s s s  (t,y ,z ) .t t

H ´ s o o s  o ó   o  s´ ´ ´���� ��� ������� � ���� ��� � �� ����� ����� � ���

 v(N,y,z)  c(N,y,z) ,^~

 v(t,y,z)   min  {T(B–y –t,y , )  +  v(t+1,y´,z´)} ,
[0,1]

~
��

�t t

ó o� �

 y´  y  g(B–y–t,y, )  (1–h(B–y–t,y)) ,~ c c�

 z´  z + h(B–y–t,y) .~

H  o  o os  o    v(0,B,0) .´ ´ ´ ´���� � � �� ������ ������� �� ��� ����

7.2.  o  o o´ s .   ´1� ����� 2����� � ���� 2���� �� �� ������� ������� � ������
 ����´ ´ ´  o  ´  o

���������� � � ��� ��� �� �������� ��� ��� � � ���� ������� �������� ��� ��� ����´ ´ ´ ´ ´ ´s ó o  o   o   o ó  , o s  
� � ���� � � �� ��� ������
�� , �� ���������� ������ ��� � �� ����� �� ������ � ����o ó   o o   .   , o  o ó  s o o s´ ´ ´ ´ ´
�� ����� �� ����� ��� ������� �� �� �� ����� �������� � � � ��� ��� �� �������� ���s s o  ó  s o o s o  o  o   o´ ´ ´ ´ ´ ´
������� �������� ��� ��� ������ �� � ��� ��� �� � � ��� -´ ´ ´ ´ ´ ´ o s   s s  o o o o   .1

H  o  o  o os  s s.  N     o o   {x ,x x }  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������ � ��� � � �� ������ ����  ��� � ������ ��� ����������� �� � ����
#

1 2 N,  ,Ã

� � ������� � ��� ��� ���������o  o o   ´ ´

 F(x ,. . . ,x )   f (x   r ) +  h (x   x ) ,1 N k k k k k k–1

N N

k=1 k=1

~ c c� �
ó o   {r  ,  k=1,  ,N}    o o  ´  ´ , o  s  f (x),  h (x)  ´ ´ ´ ´� � ����� ��� �� � ���� �� �� � ����� � � ���������� �����k k kÃ
������� ��� ����������� ��� ��� ���� �����´ ´ ´ ´s    x ,   f (x)   ,  h (x)  ,  ó   x   .  E s,  x   c  k k 0¦ B ¦ B ¦ B ~
��� �� �� ����� � �� � � �� ������ �������� �� ��� � �� � �� ������� � ��´ ´ ´ ´s ós ós.  To ó o  o  o os o  o o ós ó  o  o o -
� ��� ��� �������� �� ��� ��� �� �� � ���� ��� ��� �� � ���� ����� ���� �� ��� ����o    F   ó  o   o o o   o o   {r } (   o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´k

� � �� ����� ����������� �� �� � ���� ����� ���� �� ��� ���� � �  f (x   r ))  s s s o o s  {x } ,  (   o o      h (x  ´ ´ ´ ´ ´ ´k k k k k kc
c  x )) .  To ó   o ó  o o  ó  o  o   x     o´ ´ ´ ´ ´k–1 k�� ����� ������� �� ��������� �� �� ��� ��� �� � ����� � ������ �� ���� ��
� � ������� ���� ���� �o s  o o s´ ´

 x   g(x , D(x )  ,  k = 0, , N 1 ,k+1 k k kk~ Ã c� )  ,  � �

��� �� � ��������� � � �� ����� ��� �� � � ����� �� ����� � � ���� ������� � ó  o  s o  o o s   o o  o s,   o    .  E s,   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´k

������ ���������´ ´   x  .0
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-����� �� � � 1� ������´  o  o ´ os.

1) K ´ s - A o ´ s. ��������� � �����  H  o     o  os´ ´ ´ ´��������� � � ���������� ��� ��������� � � ��������

����� � ��� ���´ :    x   (x ,x ) ,    t  1    x     (0,c)  .t t t–1 0
¦ ¦~ � ~

1������ ��� �� ������ � � � ������
���� ���� ������������� ��������� ��o  ó  o os ó os o        F ,  s´ ´ ´ ´ ´
������
�� �� ������� ��� ���� ��������� �� ��������� ��� �� ��� ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ´  o    s s  x  ,  os s  o s ot

¦

�������� � ��� � �� �������� ��� � �� ��� ��� ��� ��������� �� ���������´ ´ ´ ´ ´ ´os ( o  x ).  H o os s s o s s o s   s st-1
#

� � �������� ����� ������� �� �� ������� � � � ������������� ��������� � ��� � ���� ���� �o  os    o  o     /  o  o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ������� �� �� ����� ��� �� �� ��� �� ��� ��� � � �������� �� ��� ���� ������� �s o   o   ó  os s o s o  os o o ó ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ����� � ��� � �������� � ������ ����� ��� �����  �� ��� �������� � � ��������o ´ .  E , o  s o s  M o s s os   o  os´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ������������ �� �� ��������� �� ��� ����� ��� �����  �� ��� �������� � �o   o s s  x ,   ´    M o s s os   o´ ´ ´ ´ ´t

¦

������������ �� �� ���������´ ´ o s s  x .t

  s o s, ó  ó  o o  o o  s  o s  D(x ) .   ´ ´ ´ ´ ´,�� �� �� ����� ��� ����� �� ���� ��
 ���� �� ��� �� �� � ��� 2��� ������ ��t

� � ��� ������� ���� ���� � � �� � �� ����� ����� ���� ���� �� �� ���������o    o o ós  g(x , ) x   ó  o  o s  ó s  s s  ´ ´ ´ ´t t t+1~
x   . o   x  ,  t 0, 1, . . . , N 1 .´t t+1 t��� �� ��� �~ ~ c

2. ´  o  ´ os.  -������� � � 2������� H    s s´ ´ ´ ´�������� ������������ ���������  ���

 x c  x ,x  x ,x  x ,x  x ,x0 1 0 2 1 N-1 N-2 N N-1~ c ¦ c c ¦c ¦ c ¦ Ä c ¦   

    � � �0 2 N-11 �

 x x  x                       x x0 1 2 N-1 N       
¦ ¦ ¦ ¦

3.  ´ s  Ko o s.´2��������� �� �

 c (x , )  f (x   r ) + h (x   x ) ,t t t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t
¦ ~ c c�

ó o   x   g(x , ) ,� � �t+1 t t~

 c( x )  0 .^ ¦ ~N

4. E ´   B o o´ s. ��� �� ������ � ����

 v(N,x )  0 ,¦ ~N

 v(t,x )  min { f (x   r ) + h (x   x ) + v( t+1,x ) } ,
D(x )

¦ ¦~ c c
�

t t+1 t+1 t+1 t+1 t+1 t t+1

t�

ó o   x   g(x , ) ,  t  0, 1, 1, . . . , N  1 .� � �t+1 t t~ ~ c

H   o :   v(0,x ) .´ ´���� ������� �� ��� 0

7.3  o  E ´ o  T ´ s.  ´1� ����� ���� � �������  M   o  o  o os   s.  H´ ´ ´ ´ ´ ´�� ���� � ��� � � �� ������ ����� � ���

�������� �� ������ � � � ��������� ����� ���� ��������� ������� ��� � � ���� ������ �´ ´ ´ ´ ´ ´ ós o  o   ó   o s o  ó 
��� ������ � � ����� �� ��� ������  ���� �� � �� ����� �� �� ��� ��� ��� �� � ������s s o  o    ´ s.  O  ó os s   o o o   o´ ´ ´ ´ ´ ´
����� � � � ���� � ��� �� ������ � ���� � � ������ �� ��������� �� ������ ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o  o  o  o s   o  o os   o o ó os
�� ��� �� ��� ���� �� ���� ������ ��� ��� �� ��������� o  o  o    T  .  As o o  s s´ ´ ´ ´ ´ ´0

x (t)  os o o o o  o os  o    t ,´ ´ ´ ´ ´ ´1 ~ �� �� � � ��������� ������ ��� �� ���� ������
x (t)   ( os )   o     t ,´ ´ ´ ´2 ~ � ����� �������� ��� �� ���� ������
x (t)  o os o  o  (  os o o os o )  o    t .´ ´ ´ ´ ´ ´ ´~

3 ~ ~� ��� � � ������ � ��� �� ��� �� ������ � ��� �� ���� ������

O  s o  o  o o  o  s.´ ´ ´ ´ ´� ������� � � ����� �� �� ������ ����� � ���
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F (t)  x (t) x (t)  x (t) x (t)  
.. .

´1 3 1 3 2~ ~ ~ ��������
F (t)  c  (x (t)(x (t))    ´ ´2 D 1 2

2~ ~� ��������� ����
F (t)  g x (t)   s  s´ ´3 = 3 ~ ���� ��
F (t)  c  x (t)    ´ s´4 T 3~ ~ ������  ����

E   (t)  ós o s o  s s  o    t . O  ´ s s´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ���� ��� �� ������ � ��� ������ ��� �� ���� ������ � ���� ��� ������~
� � ������ � ����� � ���o  o   o  s.´ ´ ´

 x (t)  x (t)
.

1 2~

 x (t)   (t)   (1)
.

 3 ~ c �

 x (t)   g   (x (t) ) (x (t))   +   
.

2 1 2 t
2~ c c c c

x (t) x (t)
D T

3 3
� �

O  s  g ,  c  ,  c    o    s s,  o s s  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������� ����� ������ ��� � ���������� �� �������� ���������� ����� �� � �D T

���� ���������� �� � �� � � ����� � �� � ����� � ���� ���� � � ���� �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´, o s ó o s  ´ .  T os,  (x (t))   ó  o    os 1

x (t) .1

-����� �� � � 1� ������´  o  o ´ os.

1. K ´ s - A o ´ s .��������� � �����    H  o  os  o o a ´ ´ ´ ´��������� � � �������� ������������ �� � �������

x (t)  (x (t) , x (t), x (t) .  O  o s o o    (t)   o o  ó   (t)  [ 0,M ] .´ ´ ´¦ ~ �1 2 3 � �� ����� ���� ��
 ���� �� � ��� �� ��� ��� �� �

2. ´  o  ´ os.-������� � � 2�������   To   { x (t) , t 0 }     ó o -´ ´ ´ ´������� ������������ �� ������ �� � ���¦ �

� �� �� � ������� � � ���� ��� � ���� �� � � � �� �����
 �� ��� ���� �� � ��  o   o ´  ´   (1)  (o  o o s o     F  m   s´ ´ ´ ´ ~
4�����́s).

3. ´ s Ko o s. ´2��������� �� �   H  o os ó o s  o    o , ´   ´ ´ ´ ´ ´ ´��������� ���� �� � �� � ����� ���� � ��� �� � ����� �� �

��������� �������� � � �� � �����´ ´ ´ o  ó o s :  c (x (T ))   x (T )^
1 0 1 0~ c

2��� ���� � �� ����� �� ��� �� ������  ���o  o ó  o    s s´ ´ ´ ´

(max)  x (T )1 0

���� ���� �o o´

 x (t)  f (  x (t), (t) ) ,    0  t  T  ,¦ ¦~ � �� 0

 (t) [ 0,M ] ,  x (t)  0 ,� � �3

 x (0)  ( 0,0,B ) .¦ ~

ó o   B  o  o ó os o  o ,   f       o o  o´ ´ ´ ´ ´� � ���� ��
�� � ����� ��� � � ������ � ��� � ����� ��� ��������� �� � s � �4

o  ó o ó os o  os (1).´ ´ ´��
���� �� � ���� ��� � � ��������

M   o os s o  o os  (2)    o  ó     (t)´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �������� ��� � ���� � � �� ������ ��������� �� ���� ��� �� � ��������� �
��������� ������� ��� ��������� � �� � ��� � �´ ´ ´ ´  ós  s o s:  (t ,t ] , (t ,t ], , (t ,t ]  (ó o   t =0 ,  T   t )0 1 1 2 N–1 N 0 0 NÃ ~  

��� ����� ����� � �� ������������ � � ���� �� �� ���� ������ �� � �� �  ó    ó o  s o s s  t  , t  ,  , t  .   E  o ó   ´ ´ ´ ´ ´ 0 1 N–1Ã
� �  �� � �� ����� ����� �� ����� �� � ������� (k)  (t) ,   t (t ,t ) ,  k 0,1, ,N 1 .  T ´  o ó   (3)   o o  o ´ ´ ´~ � ~ Ã ck k+1

�� �����ó  .

 ( max )    x (t )1 N

 x (t )  g (k,x (t ), (k))¦ ¦~k+1 k �

 (k)  [0,M] ,    x (t )  0 ,   k 0,1, ,N  .� � � ~ Ã3 k

 x (0)  (0,0,B) .¦ ~
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ó o    g(k,x (t ), (k))  s    o  os   o  o o  t  .  H´ ´ ´ ´ ´� � � � �� ����� ��� ��������� � � �������� ���� ��� �� ���� ���� �¦
k k+1

#

��������� �� ��� �� �� � ������ ��� �� �� � ������� �� ����� ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ g o   o o   o  o o   (1) .  To ó  (3)  
������ �� ����� ������� � �� ���������� �´ ´ ´s ó  o  o o .

7.4.  o  o ´ s  ´ s  E ´ s .   ´ ´1� ����� ���� ����� 2���� � 1���� �� ������� To ó  o o, ´ ´�� ����� � �� �����

�� �� ���� ������� ����� ������ ��� �� ���� � ��� � �ó   o   M   o  o´ ´ ´ ´economic dispatch problem. 
�� ������ ����� � ��� ��o os   s :  (E .10)´ ´ ´

     M   1

     M                        d(t) E ó   92 � �� ��

     M   3

E s ós s s s,  o  o  3 o s s  M  ,  i  1,´ ´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ��������� �������� �� �������� �� � ���� ����� �� i ~
2, 3.

H  s o s  i    y    M.W. ,  i  1, 2, 3 .  To ó os o s s o s  i  ´ ´ ´ ´ ´����� �� �� � ���� ����� �� � �� ���� ����� �� � ���� ���i ~
��� �� ���� ���� � ����� � � ����� �� ��� ������� o  o o   c (y )  b  y   ó o  b   s s,  i  1,2,3.´ ´ ´ ´ ´ ´i i i ii

2~ ~

H o   1  o  ´s, ´  o  o s  2    3   o o   s   o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� � ������ ����� �� � � ���� ��� ���� � ���� �� ���� �� ������� �� ���� ��
( s) o         d(t) ,  t  0,1,2, . T .´ ´ ´ ´������ ���� �� �� ��� 
����� �� �������� ~ Ã

To ó      o  o s  o   ´  o o ó ó os´ ´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ������ � � ������ ���� ����� � � � ��� � ����  ��� � ��� � ��
���� ����� �� ������� � ������o s  o o .´ ´

-����� �� � � 1� ������´  o  o ´ os.

1.  K ´ s–A o ´ s .  ��������� � ����� -�� ����� �� � ����� ���� ����� �� � � � ��� �ó  ó  o  ó s s  o´ ´

�������� ���� �� ���� ���� � �� � ���´ ´ ´o  o o o s s o s

 m   y   M ,1 1 1� �

  ,���

 0  y   M    i  2, 3� � ~i i

ó o   m  ,  M  ,  i  1, 2, 3   o  o .  H  o  os  o´ ´ ´ ´ ´ ´� � ����� �� �� � ����� � ��������� � � �������� ������������ ��i i ~
� �������� ��� � �� ���� �� � �������� � � � � �o   (t,y (t),y (t),y (t))   ó  o o  ( (t), (t), (t)) o o´ ´1 2 3 1 2 3

 (t)  [ m ,M ] , (t)  [0,M ] , i  2, 3� �1 1 1 i i� � ~

2.  H ´  o  ´ os  �������� � � �������� ��������� ������������  ���´ ´ ´  s s

 t, y (t), y (t), y (t) ————— t+1, y (t+1), y (t+1), y (t+1)1 2 3 1 2 3¦

ó o ,� �

 y (t+1)  (t) ,i i~ �

  y (t)  d(t) .�3

1

i �
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2��������� � �� �´ s o o s. ´

 c (t,y (t), y (t), y (t))    b  (y (t)) .1 2 3 i i

3

1

2~ �
 c (T,y (T),y (T),y (T))  0 .^

1 2 3 ~

To ó  ´  o     s ó o s o  o  o o .´ ´ ´ ´�� ����� � �� �� ��� �� ����� �� �� ��� � � � � -������ � 1� ���������� �

8.  X ´   B´   o     ´  .´���� ������ � 1 ����� � ���� 1����

2� s o   o  s o s  s o  ó o    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� � �������� � ������ ����� ���������� � � �� � � ��� � � ��������� �
� � 2��� ����� �� ��� �� ���� ����� � �� � � ��� �� ����� � ��� ��� �������� � ��~ (t,x ) .    o  o o o s ó o s   ó o    o -´ ´ ´ ´t

����́.

O ´ os ó os  o  o  o ó  o  s    o´ ´ ´ ´�� � �� � ���������� �� �� ��� ��� � �� ����� � � �� ���������� ��� �� ������ ���
���� ����� �� �� � ����� �� �� ���� �� � ������ � �� ��� ���� ����� ���   ós o o  ó s s s s o s (t,x ) .  K ó ,   ´s´ ´ ´ ´ ´t

������� ��� �� ���������� � � �������� ��� ���� �� �� ���� ���� � � ������ ��� ��o  s s o  os s o s o s ó o s o  o´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ����� �� ���� �� �� ����� ��� ������� ���� �� ��� � � ����� �� � � �  s o s o s.  To o  s s ó o   ó  ó o  o´ ´ ´ ´ ´ ´
�� � ���� � ��� ���� �� � � �� ��� � ��� ���� ��� �������� ����� �� ��� o o o  o    o  (off-line)      o  ´s´ ´ ´ ´ ´ ´
������ ��� �� �� ����� � � �� �����
 ���� 2�������� � ��� � ������������  ���o  s o s o  s o .  ,  o os  s s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

   MNHMH  H/Y  
                         

                (t,x)           (t,x)�

   (t,x)�
   E E KTH      Y THMA   / , 2 2 2

   (t,x)

O os ó os  o  o  o s o s o o o s   o´ ´ ´ ´ ´������ �� � ���������� �� �� ����� ��� � � ��������� � �� � ���� � ��� � �
��� ���� � � �� ���� � � ���� �� �� �� ��� ���� ����� � � �������� ��� �o ó  o  (t,x ) ó o  (on line)   o  o  os. H o os´ ´ ´ ´t

���� ��� ������� � ���� ��� ��������� �� ����� �� ��� �� �� ����� ��� � �������� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   o  o      o o  ó    o
�������� ����� �� ��� ������� 1������ � � ���� ��� ��������� ����´ ´ ´ ´ ´ ´os  o o  (deterministic) .  ó s o  o  
������ �� � � �������� ������ � � �������� ����� ����� �� ������´ ´ ´ ´ ´ ´ o    o  os  o  (stochastic).

2��� ������ �� �� �� ��� ������� �������� � ��� � � ��� ��� ������ �� �� �� ��� � �   s o o s s  o os o  o  s ´ s ó  ó´ ´ ´ ´ ´ ´
�� � ���� � ���� � � �� ������ ������ � � ��� ���� � � ��� ��� �� ������� � �s o o ó s o  o os o o o  o o s ó s o s ´ ´ ´ ´
������� � �� ���� � �´ ´ o   (t,x ) .^

t

E o , o s o s   ó  o  o s s s  x   s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� � � ��� � �� ���� ����� ��� � ����� �� �� ��������� ����� ����� ���t

������ � ��
 ��� ��� ���� ��� �� �� �����o o o  s s  s o s.´ ´ ´ ´

2�������� � ��� � ������������ �� ��� ������� ��� �� � � �� ��� ��� �� � ��´ ´ ´ ´ ´,  o os     ó , ó o  o o  ó  o ó os  K   
���� ��
�� ��� ��� �� � � ��
�� � �� � ����� �� �� ��������� ����� ������ ������ ����o   ó  o o o os o  ó   o  s s    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
 ��� �� ����� ����� �� � �� � ���� �´   o   o  o o o .´ ´ ´

            (t,x)  ,  t 1, ,N 1�̂ ~ Ã c

   H/Y          K  
      (t,x)
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        (t,x)     (t,x)�̂
                           (t,x)�̂
     E E KTH    Y THMA / , 2 2 2

                             (t,x)

9.  ´  A o ´   ´ o s X o s .´,����� � ��������� ��� 1��������� �  � �

2� � �� � ����� �����
 ��� � ����� �� ����� � � ���������� � ��
 ��� .� �� ���� ��� o o o  o  o ó ó  o  o   o o .  o o ,´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ���������� � � � � ��������� � ��� �� ���� � �� � ��� � � � ���� ��� � o s ´ o s   o ,  ó   o os  o ´´ ´ ´ ´
�� ������� � �� � � ��� � ��������� �� ���������� ����� ��������� � ��� ��� �o  o ´ o ´    o ó , ´s   o´ ´ ´ ´
��� � �� � �� ����� ����� ����� �� ����� �� ��� ��� � � � ������� � �� ���������� �o ós  ó   o  ó   ó     o o o  o  o o .´ ´ ´ ´ ´
H  s ó o   o ´  o  o ´ o  o ´   o´ ´ ´�������� �� ��� � � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � � � � ����� � �� ����������
����� ����� � ����� �� ������� �� ����� �� �� �� ��� � � � ������� � �� ���������� �ó   o  s s s   o o o  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
O   o o   o ´  o  o   ó o s s o ó s´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� � � � � ���� ��� � �� ������� � ������� �� ��� �� ������� ������� ��� ����
(ó    o ó ), ó  o  ´ o    o´ ´ ´ ´ ´�� ����������� �� ���������� ����� ����� � ��� � � � � ��������� � ��� �� ���� �
��� ����� ���������� � � �� ������ ����� ���� �� �� ������ � � �� ��� � ������� � ��� �� ��  o .  O  o s  o s  s o  ó o  o    s´ ´ ´ ´ ´ ´
� ��� ����o  .´ ´

To ó  o  o   o o   o s ´ o s   o´ ´ ´ ´ ´�� ����� � � ���������� � ��
 ��� �� ���������� � � � � ��������� � ��� �� ���� �
����� �� ����� �� ����� � � �� ��� ���� � �� ����� �� ������� � ��� � �� ��� ����� � � ��� o o  o o  o o o  s o s o  o s   o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� ������� � ���� � �� � �� � ��� ����� �� � �� � � � � ��
 ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ o s o s.   E  o ó   o   N  ó o s, ó o  o o o   1  o
����� ��� � � ����� � �� , �� ���� � �� �� ��� ���� �� ��� �� � � ��� �ó   N  o  ó ó o.    ó o  x  s o   o   ´   D(x)  ´ ´ ´
��� ��� �� ������ ��� ���� � � � � ���� �� ������� � ���� ����� �´s   o    c(x,  )  (    c( ) ) ,    D(x) ) .  H  o o s  ´ ´ ´ ´ ´ ´

_
�

���́s.

 v(x)  min  {c(x, )  +  v( ) } ,   x  1, . . . , N  1 , (1)
D(x)

_ _
~ ~ c
��

� �

 v(N)  0~

� �� ������´ ´ o

 v  Tv (2)~

As o  s o   o´ ´ ´ ´�� ��� ��� ����� � ������� � � ���� ��� �

   T (3)� ��

ó o  o o       ó   (x)  (x) ,  x  1, , N         ó            . ´� � ��
 ��� � � ��� � � ��� � � ��� � � ��� � �1 2 1 2 1 2 1 2 1 2� � ~ Ã � � £
&������ �� �� ��������� ��� ���� ���� , �� �� ���������� � ��� � ��
 ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´  s  o s o ós.   o         o o  o1 2

�������� � � ������ ��� � � � ����  ��� � � � � ������ ���´ ´ ´ ´    ( o  o  )   ´ :  ( ) (x)  max { (x), (x)} ( o  , 1 2 1 2 1 2 1 2v w v ~
( )(x)  min { (x), (x)})    x  1, , N .� � � � ���1 2 1 2w ~ ~ Ã

E   S  o o o   s  (3) ,   S  {  :   T }  .   o o  o´ ´ ´ ´�� � ��� � � � ���� � �� ������ � � � .� �� ���� ��� ��~ � �Rn

���� �� �� ��� �� ���������´ ´ ´o   s  o :

1.   A ,      ó   T   T  ,  o s  T    .´ ´� � � � �� � � ������ ������� �����1 2 1 2� � � � � �o o o os´

2.   A ,   ,    S  ó       S .� � � � �� � �1 2 1 2 � v �

3.   E     o o o o o   S ,  ´ ´ ´�� � � ��������� �� ���� � � ������������*

  (x)  max { (x),    T  }  x  1, , N , (4)� � � �* ~ � ~ Ã

� �� � � ����� � ���������� ���� �� ���� �� � � � ��ó  o        s  (2) .  E s,        ó  ´ ´ ´ ´
~* *�

   T   .
~
� �� *

4.  E     ,   E {x : (x)  (x) }  ó     x   {1, ,N} E :   (T )(x )  (x ) .
~ ~ ~

�� � � � � � �� � �� ~ ~ E � Ã c ~* * *
0 0 0
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5.  To o      o   o  o os o  o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� � ����� � � ������ ���� � � �� ������ ������� � �� ���������� �*

  (max)    (x) (x)�N

1

� �

���� ���� �o o´

  (x)  ( )  c(x, ) ,  D(x) ,  x 1, . . . , N  1 ,
_ _

� � � � �c � D � ~ c
          (N)  0 .� ~

6.  E  o o   o s o s,  ó    (2)  o    :  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ����� ��� �������� ������� � ���� � � �� � ���� �� ���� � ������ ���� ��� ���
�*  v~

T  o   4, 6 o  ó   o os  o ´  o  o ´ o ´´ ´ ´ ´� �� ��������� ������� ���� �� � ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� �
��������� �� ���������� � � �� ����� ����� � ��� � ������ �� ������� � ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o ( o o  N) ó  ó    o     :  0 0 �
�*.

/����´   1.  i)  O s T  o ó o os.  ´ ´������� ����� � � � �

    ii)  A  ,  S  ó   S .� � � � �� � �1 2 1 2� v �

A o .´� �����    i)  E      .  Tó�� � � ��1 2�

   (T )(x)        min c(x, )  +  ( )    min c(x, )  +  ( )   
D(x) D(x)

_ _ _ _
� � � � � � �

� �
1 1 2~ � ~

� �
D E D E

      (T )(x) ,  x  1, . . . , N  1 .~ D ~ c�2

ii) E    ó o ,�� � � � � �3 1 2~ v   

 (x)   (T )(x)  min  {c(x, )  +  ( )} ,  i  1, 2, x  1, . . . , N  1 .
D(x)

_ _
� � � � �

�
i i 1� ~ ~ ~ c

�

As o o  ó   (x) (x)  ó´�� ��� ��� �� � � � ��3 1~

 (x)  (x)   c(x, )  +  ( )  c(x, )  +  ( )  x, 
_ _ _ _

� � � � � � � � �3 2 2 3~ � � D

������́,

 (x)  (T )(x) (5)� �3 3�

A o  o  ó   (5)  ó  (x)  (x)   ó   s.´ ´ ´ ´ ´��� �� ����� ��� �� � ������ ��� � � ��� � �� ����� ����� �����3 1~

/����´   2.   A   (x,x)  D(x)  x {1, . . . , N  1} ,  ó :� � ��¤ D � c

i)   Tó        s s  T    .´ ´ ´ ´� ����� � ���������� ���� �� ���� �� � �* ~
ii)  A      ó   T   .

~ ~
� � � � �� � �� �* *

A o .  ´� �����  i)  Tó       o o      o     T  ,    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� �� ���� � � ���������� ���� � � ���� ��� � � � ��� ����� ��* �

�� ���� ��� �� � � �� ��� ��� � ������� ������ � �� ��� ��� ��o o  ó     T .  As o o  o o,  s o o  ó´ ´ ´ ´ ´* *~

  x   : (x )  (T )(x ) (6)E �0 0 0
* *� �

Tó  o o   o o  o o     ´´ ´ ´ ´
~

�� �� � ��� �� ��� ��� � ����� � ����  ���

 (x)  (7)
~
� ~ H  

 

�

�

*
0

*
0 0

(x) ,      x  x

(T )(x ) ,  x  x

£

~

E  o o   o   ó´ ´� ���� � �� ��� ��

     T (8)
~

� � �* *� �

1������ ��� � ��o  ó s,  ó´

 (T )(x )     min {c(x, ) + ( )}  (  x , (x , x ) D(x ))
D(x )

_ _ _(7)
� � � � �

�
* *

0 0 0 0 0

0

~ ~ ¤
�
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       min {c(x, ) + ( )}  (T )(x ) . (9)
D(x )

_ _~ ~
~ ~

��
� � � �

0

0

E s,´����

 (T )(x)     min {c(x, ) + ( )}  ( )
D(x )

_ _ ~
� � � � � �

�
* * *

0

~ � �
�

      min {c(x, ) + ( )}
D(x )

_ _
~

��
� � �

0

*

    (T )(x)  . (10)
~

~ �

A ó s  (9), (10)  o  ó´� �� ����� ��� ��

 T   T (11)
~

� �* �

��� � � �� �� ��� �� ó  s  (8)  o   ó´

   T   T
~ ~
� � �� �*

������ � ��� � � ������ � � �� ����� �������� � � � � ���� � � � �´ ´ ´ ´ ´  S     ,  o  o   ó  o  o o  o   .
~ ~
� � * *

ii) , ó  o     ó     T  ,  ó o   1, (i)      ´ ´ ´ ´
~

1��������� ��� � � ������� � �� � � ���� �� � /���� � �* * * *~ � ¬
T T  .

~
� � �� ~* *

1� ����o   1.  ´ E  ó   o      ó    .  O o  o o o :´ ´ ´ ´
~

�� �� ������� � � ��� ��� �� � � ��
 ��� � ��� �* *�

 E  {x  :  (x)  (x)} . 
~

~ ~� �*

Tó    x E ,  ´   (T )(x )  (x ) .´
~

�� ����  ��� � �E ¤ ~0 0 0
*

A o .´� �����   A ó o   2  o  ó   T  .  E  o ó ,    T   (0, ,0) .  To´ ´
~ ~

� � ����� �� ��� �� � � �� � �� � � � �� ~ c � Ã* *


�� ���� ������ ��� ����  ��� �o o     x E ,  ´   (x )  0 .´ ´ ´ ´E ¤ ~0 0

As o o  o ó  o o,   :   x E  o   (x)  0 .´ ´ ´ ´�� ��� ��� � �� � � ������� ������ �� ��� �D ¤ �

E   r  max{ (x) / x : (x)  0 }  0 ,   s o o  o     s s :´ ´ ´^�� � � ��� � ��� ��� � �������� �  ���~ D � �

 (x)   (12)�̂ ~ H  (x) ,             x E
 (x) r ,      x  E
�
�

*

*

�
c ¤

.� �� ���� ��� � �� �� � ��� � � � �� ��� ��� � �� �� ��� ��������� � � � o o  ´  ó   :  S ,  ( .  T ) ,  o ó , o o  ó  ó   o     ´ ´ ´^ ^ ^ ^� �

������ � � �� �� ��� ��������� �� �� �´ ´ ´ ´   ,   o    o o.^ � *

1��������� � ����� �� ����� ��´ ´ ´,  S   o o :^ �

 (x)      min {c(x, ) + ( )}           x 1, ,N 1 (13)
D(x)

_ _^� � � �
�

* � ~ Ã c
�

E o  s  s ´ s  o  x´ ´����
 ��� �� ������ ������ ��� ��� �

1.  x  E .  Tó :� ��

 (x)  (x)  T (x)  T (x) (14)^ ^� � � �~ ~ �* *

ó o    ó  o  o ó  o  T   o ó o os.´ ´ ´� � � ��������� ���� ���� �������� �� �� ����� � � � �

2.  x  E .  E o  s o ´ s :´¤ ����
 ��� �� �� ������ ���

 i)  T (x)  c(x, ) + ( ) ,   ó o     E^ ^_ _ _
� � � � � � �~ ¤0 0 0

� ��ó  

 T (x)  c(x, ( ) r ^ _ _
� � �~ c0 0

*) + �

     min {c(x, ) + ( )} r (x) r (x) ,
D(x)

_ _ ^� c ~ c ~
��

� � � � �* *

������́
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  T (x)  (x) . (15)^ ^� ��

(ii) E o  ó� ��� ��

 T (x)  c(x, ) + ( ) ,   ó o     E (16)^ ^_ _ _
� � � � � � �~ �0 0 0

� ��ó  

  T (x)  c(x, ) + ( ) (17)^ _ _
� � � �~ 0 0

*

����́,

 r  (x)  (x) T (x)^� ~ c� � �*

     (x) min c(x, ) + 
_ ~

~ c� � �* ( ) }
_
�

     (
_

� � �*
0 0(x) (c(x, ) + ))

_ ~
c � �

     (x) (c(x, ) + ( ))
_ _

~ c� � � �* *
0 0

    c(x, ) + ( )  (x) r  (x) (18)
_ _ ^¬ � c ~� � � � �0 0

* *

O   (17)    (18)  o  ó  :´� ��� ������� ���� ��

 T (x)  (x) (19)^ ^� ��

A , ó s  (14) , (15)    (19)  o  ´�� �� �� ��� ����� ���

 (x)  T (x)    x 1,2, ,N 1 ,^ ^� �� D ~ Ã c

������ �´    S .^ �

1��� �� ���� ��� � �� ������� �� ����� ��� � � ��� ���� o o  o o   5   o  o  s o ó :´ ´ ´ ´

E   S   ,     f  (f , ,f )  :  S  .´�� s ��� ��� s� ~ Ã ¦n m
1 m

E  o  x S    (efficient) s os   f    ó o  :´ ´�� ����� �������  �� ��� �� ��� � � ��� �� � ���o o ó
E � �  y S  :  f(y)  f(x) .

H o   o o ´   o o    o  .´ ´ ´ ´ ´ ´��� �� � � �� � ��� � ����� � ������ � ������ ����� ���� � ���������� �������
-���������� �� �� ��� ��� �� ����� ���� ������ ����� �� � �� � �� ��� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´,  o o  ó   f ,f , , f    o   ó o s,  ó   o  x  1 2 mÃ
����� �� � ��� �� ��� ������� ��� � ��� ����� � � � ���������� �������� ���� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o o ó    o o o o  y ,  o o o o  s s 
ó��   ó o s  f , ,f  .´�� ����� �� � �� 1 mÃ

O  ós  o o ´   o o   o  o o ó o s.´ ´ ´������� ����������� � � �� � ��� � ����� � ������ � ������ ��� � � �� � ���� � �

1� ����o   2.  ´ E   S   ,   f : S  ,   f(x)  M ,   s o o  ó   o o o  f(X)   ´ ´�� s s ��� � �� ��� ��� �� � ��� � s� ¦ � cn m m
+

����� ���� �� � ����� ����� �� � ��� �� ��� � � �� � � s � �´ ´ ´ ó. Tó  o o  x    o o ó   ó o    (x )  ,  0  :  f(x)  0 0
m TE ~ � � �

¦

�T
0f(x )  x  S .�

A o . ´� �����   ( )  To  x    o o ó    f(x )  b(f(X) ) ,  ó o   b(E)   o o o o´ ´ ´¦ ¯ � c0 0
m
+����� �� � ��� s � � ����� � ��� � � �

��� � �ó o   E .

 f(X)   {f(x) (z , ,z ) ,  x S ,  z } .c ~ c Ã � �s sm
+ +1 m i

Z

E ó o  o o o  f(X)    ó     o  o o o  f(x ) ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � � ��� � s ����� ���� ��� �����
 � ���������� �� ����� ������c ¬ Em
+ 0

  (f(x ))   ,   0  :    w  f(x )    w  f(X)  ,E ~ � £ � D � c
¦

� � s � � � s0 0
m T T m

+

���� s ��� ��� � s ���´ ´ ´ w  f(X)     w  f(x) t ,   o o  t  ,  � c ¯ ~ c �m m
+ +

 (f(x) t)  f(x ) ,    x  S ,   t   . (20)� � sT T m
0 +c � D � D �

T ´ ,  o   t 0      (20) ,  o  ó  :´ ´ �� �� ��� ��� s ���� �� ��� ��~ � m
+

    f(x)  f(x )     x  S ,� �T T
0� D �

�� �� ��� ��� ���� �� ��� ��´  o   x x     (20) ,  o  ó  :´ ´~ 0

 t  0    t   ,     0  ,   ó   0  .´ ´c � D � £ �
¦ ¦

� s ��� ������ � ������ �� �T m
+
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 ( )  E  ó      0  :  f(x) f(x )   x  S ,   s o o   ó  o  x    ´ ´¥ E � � D �
¦

�� �� � � � ��� � �� ��� ��� �� � ��� �����0 0

�� � ��� ����� ��� �� � o o ó o, .   x :  f(x) f(x ) .  Tó  ó s :´ ^ ^E � 0

 f(x)  f(x )        ,  0     ( i) ,^� � � s �T T m
0 i+� D � � D

������ �� � ����� �� ��� ������ �� � ����� �� � ���´ ´ ´ ´ ´ ´ o o,  o   ó  o  x    o o ó.0

1���������´ .  E o   ó  o   ,  ó  ,  o o ó o o o  S :  ´ ´ ´ ´� ��� ��� �� � �������� � ��� ������� ����� �� � ��� �� ��� �* ~

{  : T   , (N) 0} .  A  , o ó , s  ó s  2  (   X S , f( ) )   ´ ´� � � � ���� �������� � �� � �� �� ���� �� � � ����� �� ~ ~ ~
������� �� ����´  ó .

1� ����o   2.  ´ To o      o   o os o  o o :´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� � ����� ���� � � ������� �� ������ ������� � �� ���������� �*

 (max) z  (x) (x)~ �N 1

x 1

c

~
� �

 (x) ( )  c(x, ) ,   x 1, ,N 1 ,    D(x)
_ _

� � � � �c � ~ Ã c �
                (N)  0 .� ~

M   o o  ó  ó  o o   o s,  ó    o o s  v Tv ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� �� ���� ��� �� ��� � ����� ��� ���� ���� � � �� � ���� �� ������� � ���� ~
,  v(N) 0 ,    ó o . Tó ,    ,    v  .´ ´ ´ ´ ´~ ~���� ��� � � ���� �� ���� �� �� �� ������� �� ������ �*

1� ����o   4.´    E    ó o  x 1, , N  1 ,    o  o  o´ ´ ´ ´ ´�� ��� ���� � �� ������� ��� ����� �� ���������� � ��� �~ Ã c

�� � � � �� �� � � �� � �� � ���� �� ������� � ���� ���� ��� � �o o  ó o  x  o  ó o  N , ó    o o s  v Tv ,  v(N) 0 ,    ó o´ ´ ´~ ~
����´ .

A o .  ´� ����� As o o  o o,      v , v  ,  v v s s   v Tv ,    v(N)  0 ,  ´ ´ ´�� ��� ��� � ������� ������ �� ���E ~ ~1 2 1 2£  ,  ´�����

��� � � � ������ ��� � ������ ��´ ´ ´   ,    o  o s o s.   Tó :1 2

 v (x)  c(x, (x)) + v ( (x))     x N ,
_ _

1 1 1 1~ D £� �

���

 v (x)  c(x, (x)) + v ( (x)) ,    x N .
_ _

2 1 2 1� £� �

A ó s  s o  ó  ´ ´ ´� �� ������� ������ ����� ��� ��

 v (x) v (x)  v ( (x)) v ( (x)) . (21)
_ _

1 2 1 1 2 1c � c� �

E  o o   o s,  o     o  o  ó ó o  N   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� � ����� ��� �������� ���� � � � ������ � ����� �� � �������� � �� �� ���1

���������� ����� ����� � ��� ����������� ��� � � ���� ���� � � ������ ���� �����´ ´ ´ ´ ´o ó . E , o s o  o ó o  o     
(21) ,  o  ó´����� ��� ��

 v (x) v (x)  0 ,   x N . (22)1 2c � £

A o , o o ´ s  o     o  ó  ´ ´ ´��� �� ������ � � ��� ��� � ������ � ����� ��� ��2

 v (x) v (x)  0 ,    x N . (23)1 2c � D £

E , o  s  (22) , (23)  o o  o  ´ ´ ´��� � ������ ��� �� �� ����������

 v (x)  v (x) ,    x N ,1 2~ D £

��� � �� ����� ����� �����  ó   s.´ ´

1����������´ s.  1.  A  o  o    ó , o  ó   ó´ ´ ´ ´� ������� ��� �� ������� ��� ������� �� ����� ���� ��� �� � �� ����

� � ���������� ��� �� ������ � �� ������� ����� �� � �������� � ������ ��� ������ ��o      o o   ó  o  s o s  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� � ���� ��� �� �� � �������� � �� ��
 ��� ����� �� ���������� � ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o s,   o o  o  ó ó o  N  o o s o s o  o s.

2.  H  o s s    o o s ´s     ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������ � ������ ���� ��� ��� ���� �� ������� � ���� ��� ��� � ������ ������� �
� ����� � ����� ����� ��� � �� ����� �� ���������� � � � � �� ���� � ��� ��������� �o ´   s  o ó   o s ´ o s o   .´ ´ ´ ´ ´
A o  o  o , ,  o ó   s  ´ o s o  ´ ´ ´ ´ ´ ´��� �� �� ��������� ���� �� ����� ��� � �� ����� �� �������� � � � �� ���� � ���
��������� � ��� � ���������� � �� � ����� ������� 2� �� ������ �� �������´ ´ ´ ´ ´ ó  o  s ó o s  s.   o  o
����� ����� ������ � �� ����� ���o  o  o s, . Dynkin and Yuskevich (1979).´ ´ ´
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10 .  A ´ s.������

A   1 .   ( )  ����� � N    s ó o s  o ´  o ,´ ´� ����� �� �� ��� � � � � ���� ��� � �� ������� �
 (i)  o ´ o ´�� � � ��� �
 (ii)  o ´ o o ´�� � � � ����� �
� �� ����� ����� �� ������� � ��� � � � ������o ó  o s o  o s o  os 1.´ ´ ´ ´

   N  o    o  o os  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´( )� � � ��� � ������ �� � � �� ������ ��� ������� � �� ���������� �

2����´   1

A   2 .  ����� E   o o,    (x , ,y, z)    o  o´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ���������� ����� ��� ��� � ��� �������� ����� �� ��1 o~ Ã Ã
� �� ��������o  x   o  z  ( ó).o

E   (x , ,y)    (y, ,z)  o o  s o s.´ ´�� � ��� � �� � ������ �� ����� ��2 o 3~ Ã ~ Ã
�) E       o   o ó   ó o o  y   ó o  z ;  ´ ´ ´ ´���� � � �������� ����� �� ��� � �� ����� �� ����� ����� � ��� ����� �3

( ´  ó ).� ��� �� �����

�) E       o   o ó   ó o o  x    ó o  y ;  ´ ´ ´ ´���� � � �������� ����� �� ��� � �� ����� �� ����� ����� � ��� ����� �2 0

� ��� �� �����´  ó ).

�) A    o  ( )   ,   o o s o´ ´ ´ ´ ´ ´� � �������� �� � ����� ���������� ������� ���� �� ������� � ���� � �
����
���� ���� ��� ���� � �� ��� �� ������´ ´  ó   ( ) ; (  ,  ).

A   3 .  ����� As o  o ó ó  s o s o  o s   o. N´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� � ����� �� ����� �� ����� �� ������� � ��� � �� ��� ����� �
������ ��� ����� ������� ��� �� ��� � �� � �������� � ������ ����� � �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´     o  o o    o    .

A   4 .  ����� E s o s  o   “ó   o  o o" o o,  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ����� ���� �� ����� ��� �� ��� � �� ���� ���� ��� ����� ��� �� �����
�� ����� �� ���� �� � � ������ ��� �� ��� � �� ���� � �� �� ��� �� � �  s o s o  o s ó  ó   1   ó   8  s ó s  1 o´ ´ ´
����� ��� � �� ������ 2�������� � �� �� �� � ������ ��� ����� �� ������� �� ��o  o os  1 .   ó s ó   o o   o    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ��� � � � ���� ������ ����� � �� ����� � ������ � � ��� ����� � ���� ������ �� �������ó s ó o   o   o  ,   o  o o   o  .´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
Y o o  s ó   c      o  o      o  ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��
�� ����� �� ����� � ������� ���� ������ � � �� ���������� ���� �� ����� �� ��ij

��� � �� ���� � �� � � ����� � ����� � � � �� ���������� �� ��� �� ó   i   ó   j ,  ó o   c    o  o  o  o  s ó s  1  ´ ´ ´ij

������ � ������� ��� � ��� � � ������ �� � �� � � .���� �� ��� �� ���� ������ �� ����� ��o o   ó   o  ó .   o s     o´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ������� � ��� �� ���������� ���� ������ � � �� ����������o  o o    o  o   .´ ´ ´ ´

�) N  o o o  o ó    o o o  o  o o  ,  ´ ´ ´ ´� � ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ��� ��
����� ���� ��� �� ��� ���� �� ��� ��o    o  s ó s  1 . ´ ´

�) N    o   o o s     o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������ ��� � ������ ��� ���� �� ������� � ���� ��� ������ ������ �� ����� � � �
��� ������ �� ���� � o  o s .´ ´

A   5 .  ����� .� � ��� � �� ����� ������ �� ����� �� ������� � ��� � �� ��� ����� � ��o  o ó  s s o s o  o s ó  ó ó o´ ´ ´ ´ ´ ´
( ) '  ó ( oo ó), '  o o    o s. X o o   o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� � ��� ����� �� ���� � ��� ����� � � ��� �������� ���� � ����� � ����� �� ��� �
� � -������ � 1� ���������� � ��� �� ������ �� ������� �������� ���� ���������� �� ���o  o  o o      –  ( s  ó ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

�������� ����� �� �� ��� ���� �� � �� ���� � ����� ������� �������� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´) o  ó   o  oo ó.  (Y ó  :  1.  H –  o

������ �� �������� �� �� �������� � ������� � �� ��� ��� ���������� �� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   ó   o o    os.  2.  E , o  
�� ������� �� � ������� �������� ����� �� �� � � � �� �� � �� ���� ������������� ��o  ó   –  o  ó o  ó o  j  o  oo ó  ´ ´ ´ ´ ´
���� �� � �� ��� � ��� � � ��� � ��� ���� �� � �� ���� �� � �� ��� ���� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ó o  j   o o  k   o  o s  (j,k) ,    o  oo ó o o ´ s  
�������� ���� �� ������� �������� ����� �� �� � � �� � �� ����´ ´ ´ ´ ´,   –  o  ó o   k  o  oo ó).
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A   6 .  ����� .� � ��� ��� ������ .�� ��� �� ������� ��� �� �� ����o    m n    A {a } .  o   o  ó    (1,1)  ´ ´ ´ ´ ´ ´d ~ ij

��� �� ���� ��� ��� �� � � ��� ���� � �� ��� ���� ���� �� �� ����� ���� �� �� ���   o    (m,n)  o ´ s  o     os    os  ,´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ���� ��� � �� �  ��� � ��� ���� � � � � �� ���� � � � �� ������� ��� �� ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o o ó o ´  o o    a    o  o   o    ó oij

� ����� ���� ��� -����� � �� � ��� �� �� � ��� ��� �� �������� ����� ��o ó ó o.  ´s o o   o o o  s s o s.´ ´ ´ ´ ´

A   7 .  ����� E  o ó  �� � �� �����

 (min) w [2x (t) (t)]
3

t=0
~ b� 2 2�

 .   x(t 1) x(t) (t)� �b ~ c
    x(t)  X [0,1]      t ,� ~ D
    (t)  A(x(t)) [0,1] ,� � ~
    x(0) 1 .~
N     o   ( , , ) .´ ´ ´� ������ � �������� � ������ � � � �~ o 1 2

A   8 .  ����� E  o ó  �� � �� �����

 (max) c x
j=1

n�
j j

 . x b� �1 1 1� �
  x x b x  , j 1,2, ,n 1 ,�j j j 1 j j� � ~ Ã cb

ó o  c , ,b    o  o .´ ´ ´� � � ����� �� �� � ����� �j j j

N  o    o  o os  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��� � ������ �� � � �� ������ ��� -������ � 1� ���������� �

A   9 .  ����� E  o ó  �� � �� �����

 max 3x 5yb
 . 2x y 10� b �
  x 2y 6b �
  x   {0,1,4,6}�
  y   [0, ]  .� B

N  o    o  o os   o o o  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��� � ������ �� � � �� ������ �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

A   10 . ����� .� � ��� � ������� �� ����� ������� � ����o  o  ó  o o s ´ ´ ´

 min    ,�
j=1

N

  
 x  

c
j
2

j

 . x   A , � �
j=1

N

j ~

  x   0 ,    j 1, ,N ,j � ~ Ã
ó o  c 0 .  X o o ´ s ó o s . .,  ó   o  s s  x , x  , , x´ ´ ´� � ����� � � ��� ��� � � - 1 ������ �� �� ��� ��� �� ����j 1 2 t–1� Ã  ,   ´� ��������

���� ��� �´  o  x    :´t �����

 x   c  t t~ h A x x
c c
c cÄc
bÄb
1 t–1

t N
   .

A   11 .  ����� .� � ��� � ������� �� ����� ������� � ����o  o  ó  o o s ´ ´ ´
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 max x   x   x   ,1 2 N
c c c1 2 Nh Ä

 . x   A , � �
j=1

N

j ~

  x   0 ,    j 1, ,N ,j � ~ Ã

ó o   c   0 .  X o o ´ s ó o s . .,   o  s s s  x  , x  ,  , x  .  ´ ´ ´ ´� � ����� � � ��� ��� � � - 1 ������ �� � ��� �� �������� ����j 1 2 N
* * *� Ã

-����� � ��������� � �������� ���� �� ������������� ��������� �� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s     s s s ó o  A .

A   12 . ����� .� � ��� � � ����� � � � � � � � ��� � �
�

o  o s o s  , , , ,  ó o   0 k 1,2, ,n,    A. N´ ´
n

=1
1 2 nÃ � ~ Ã ~� �

�
�� ������� �� ������������ -������ � 1� ���������� � ��o    o  o o  ó  ´ ´ ´ ´

 [( }]   .
=1 =1

n n
1
n

� �
� �

� �� �
n �

A  13 . ����� E  o ó  �� � �� �����

 max (x )�n

t=1
t

2

 . (x ) 1� �n

t=1
t ~

  x 0t �

N     o o o  o  o o .´ ´ ´ ´� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

A   14 .  ����� As o  ó  o  os  n s E ,E , E . O ó os s´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ����� �� �� �������� ������� �� � ��������1 2 nÃ
�� ����� �� ��� ������� , �� ��� �������� � � ������ � ������� ��� �����s E     T , i 1,2, ,n.     ´   s ós´ ´ ´ ´ ´ ´i i ~ Ã
����������� � ��� ��� �� � �������� � � ������ � ����
�� �� �� ���� ������ ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s. Y o o  ó     ´    o    t 0 . K o~

������� � ���� ����� ��� ��� �� � � � � � ��
���� ��� � ��� ����o o s  o o ós ó os o s (flow–time), o  o   o o   t  ,  ´ ´ ´ ´ ´ �
i=1

n

i

ó o   t     o   o     s s  E  .  ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ����� � �� ���� ������ � � ����� �� � �������� �� �������i i

To ó       s  ´  o  o o  o o ó ó o´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ������ � ����� �������� � � ������ � � � ������� � ��� � ��� ��� �� �
� �o s.´

N   o ó   ó  o  o o .´ ´ ´� ������ ��� � �� ����� ��� �� ����� -������ � 1� ���������� �

1��������� � ��� � ����������� ����� �� �� �����´ ´ ´ ´ .  A   n 3 ,  T 2 ,  T 4 ,  T 5 ,          2,3,1 ,  o~ ~ ~ ~1 2 3

�� � � � �� �����ó os o s    4 (4 5 (4 5 2 4 9 11 24 .´ ´ b b ³ b b b ³ ~ b b ~

A   15 .  ����� As o  ó  o  os  n s E ,E , E . O ó os s´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ����� �� �� �������� ������� �� � ��������1 2 nÃ
�� ����� �� ��� ������� � � ��� �� ����� ��� � � �� ��� ������� �������s E     T , i 1,2, ,n. M o o   o  o o    (´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´i i ~ Ã
��� � � ����� ����������� ��� �� � ������� ����� ��� �� �� ���� ������ �� ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s ó o ós s)     E  ´   o   t o  i

���� �� ����� ����� �� ������ � ����� �������� � � ������ � � � ������ � ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´os R (t). To ó       s  ´  o  o o  oi

��� ��� ����o ó os.´
N   o ó   ó  o  o o .´ ´ ´� ������ ��� � �� ����� ��� �� ����� -������ � 1� ���������� �

A   16 .  ����� As o  ó  o  os  n s E ,E , E . O ó os s´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ����� �� �� �������� ������� �� � ��������1 2 nÃ
�� ����� �� ��� ������� , �� ��� �������� � � ������ � ����� �� � � �s E     T , i 1,2, ,n.     ´  o   k  ó o o´ ´ ´ ´ ´i i ~ Ã
����� � ����������� � ��� ��� �� � �������� � � ������ � ����
�� �� �� ���� ������o  s. Y o o  ó     ´    o    t 0 . ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ~
K o o o s  o o ós ó os o   s ó o   ´ o  ó s´ ´ ´ ´ ´������ ������� � ���� ����� ��� ��� �� � � � ���������� ����� � � �� ����� � �� ��
o  s (makespan).´� �������

To ó       s  ´  o  o o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ������ � ����� �������� � � ������ � � � ������� � ��� � � ������� 
��� ��� �� �o ó ó o .
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N   o ó   ó  o  o o .´ ´ ´� ������ ��� � �� ����� ��� �� ����� -������ � 1� ���������� �

A   17.  ����� E  o o       o  o  o Nó o´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ���� ������ �� ��������� ����� �� ��� ������� ���� � ���� �� ��
1 � ���� �� ���� ��� � ���� � � � ��� ��� ��� � � � ��
 ��� ��� ����� ����ó o. Y o  s o  ´ , o   o  o s o o o   1 , 2    3 .  E  ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ���� � ���� ���� ������ ����  �� � ���� ������� ���� � � � ���� � � ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´os o   o   s os o ó ó s o , o o o o  s
���� �� ���� �� ��� ��� �� ��� � �� � ���� ��� � ���� ���� ��� �� � � �o s s o o s ó  os    ó o ó o   i       R ( ) ,  ó o  :´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ i

 R ( )   ,    R ( )  2  ,    R ( )  2  .1 2 3
2 2� � � � � � �~ ~ b ~

To o os o  o    o o o   10  ó o .´ ´ ´ ´ ´ ´��������� ��� � � �� ��� �� ��������� � ��� ���� ����� � � �

N  o  o  o ó s ó  o o  o    o o  o o o,  ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� �� � � � ���� �� ���� ��� ���� � � � ������ �� � �� � �� �� ��� ���� ����  ���
�� ������ � ����� � ��� ���� ���� � � ������� ��� � ��� ���� ���� � ������ � � ��� �� o o   o    ó    ´ , o o ´ s ´ ´ ´ ´
��� � � � -������ � 1� ���������� �´ ´ ´o o o  o  o o .

A   18 .  ����� .� � ��� ��� ����� ���� �� ��� � �� � � � � � �� � ���� ��
 �� � ���o   o o s  N  ó , ó o  o  ó o  o o  ó s´ ´ ´ ´ ´
��� �� ���� ����� ���� ������ ������ � � � �� � ��� �� �� ��� ���� ��
 ��� �� �   s s   ó . K    o o    D(x)  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� � � � ��� � � � �� �� ��� ����� � �� � � � ��� ��� �� ��� ���´ ´ ´ ´o o  ´  o  o   ó ó o o   x ,  x 1,2, ,N 1 .  Y o o  ó  o~ Ã c
�� ����� ��� ��� ������ �� � � � �� �� � � �� , �� ���� ��� � � o    ó o  ó o  1  o  ó o  N .    os  (x, )  D(x) ,  ´ ´ ´ ´ ´ �
����� ���� �� � ������ ���� ��� �� � � �� ������ �� �������� �� � � ����� �� ���ó  ó  o , ´ s ó o   x ,       o   (x) ,   ´ ´ ´ ´ ´–

��� ��� �� �    p(x, ) .´

.�� ��� �� �� ��� �� ����� �� �� � � �� � � � ���� �� ���������� ����� ���� ������ �´ ´ ´ ´ ´ ´o   o   o  ó o   1  o   N ,  o     ó  o s
����� �� � � �������´ ´o s o  os.

N  o o o  o ó    o o o  o  o o .´ ´ ´ ´� � ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

A   19 .  ����� 2� ��� ����� �� �������� �� ������ � � � �� � � �� ���������� ��  o  o   R  ó o .  O   ´     s  ´ ´ ´
���� �� �� ��� ���� �� ���� ������� , �� �� ����� ������� ���� ���� �o s,   s R .  K  o   j   ó  p  .      o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� j

������ � ����� ���� ���� �� ���� ����� �� �� ������ � ���� �� �� �����o ´   o s  o ,    o   j     r   R p / p´ ´ ´ ´ ´ ´ j j i

i=1

s

~ h �  

������o ´ o s.  A  ó s  o    ,     r    o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � ��� � � ����� �� ��� ����� ������ ����� ������ �� ��� �� �� �������j

���� �� ����� �� ��� ����� �� ������ ��� ����� �� ������ � � � ���´ ´ ´ ´ ´s.  To ó  o s     o  o ´   y  ,  j 1, ,s  sj ~ Ã
���� �� ���� �� �  ��� �� ������� � ����� � ������� �� ���� ���� �� ������ � � ��� ��o s,  ó o ´   o o    ó  o   o   y    s´ ´ ´ ´ ´ ´ j

“ s" s  r  ,  o   s o s,    o o      ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� ���� � � ������������ ��� ���� �� ������ �� ������� � ����� � ���������j

max ( |y r | , |y r | , , |y r | ) .  1 1 2 2 s sc c Ã c
�) N  o o o  o ó    o o o  o  o o .  ´ ´ ´ ´� � ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

�) N    o  ó   R 4 ,  s 3 ,  r 0.6 ,  r 2.2 ,  r 1.2.  N´ ´ ´� ����� ���������� ����� �� ��� �~ ~ ~ ~ ~1 2 3

��
������ � � ���� � ���� � � �� ������´ ´ ´ ´ o o    o  o .

A   20 .  ����� .� � ��� ��� ��� �������� ��� � �� �� �� ����� ����� �� � � ������� �o   s   o ó ó  o s o  o´ ´ ´ ´ ´
�� ���������� � ���� �� ����� � �� �� �� ������ �� � � � � � ���� ���������o o .  Y o   m  o  o o s, s ó o s o o o s  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ���� ��� ����� � 
����� ������ �� � � � � � 
��� � � ���� ����� �o ó   S  ,    n  o  s, s ó o s o o o s  o ó   D  .  I  ´ ´ ´ ´ ´ ´i j

�� ��� ����� �� �� � ����� �� �� ��� � � � ���� � � ��´ ´ ´ o  ó   S   D  ,  ó s s ó    S  ,  D  ,   o  o ó s  x   o  o-� �
i=1 j=1

m n

i j i j ij~

����� ���� �� � ����� �� �� �� �� ����� 
����� ������ �� ����� ������ � ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o  ó o ó o o s  i  o ó s  j ,     o  o .
To ó os o s  x   o        c (x ) ,  i 1, ,m ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´� �� ����� �� � ��� � ����� ������ �� �������� ���������ij ij ij ~ Ã
j 1, ,n .~ Ã

�) Mo o o  o ó     o o o  o  o o ,   m 2 . ´ ´ ´ ´���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ��� ~
(Y ó  :  M o   o o   ó  o s o o s  o s´ ´ ´ ´ ´� ����� � ����� �� ������ � ������ ��� �� ���� ��� ���� �� �� �� ��� ��� ����


����� ��� �� ������ � � �������� ��������� ���������´ ´ ´ ´ ´s,    o o   s).

�) -����� � ������������ � � ���� � ���� �� � ���´ ´ ´ ´s   o o o  o  )  ó   m 3 .~

A   21 .�����   o  o  ó  o o s .´ ´ ´.� � ��� � ������� �� ����� ������� � ����
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 min z x   ,~ �
i=1

N

i

 . x x   d  ,  i 1,2, ,N 1 ,� i i+1 ib � ~ Ã c
  x   0 .i �
-����� �� � �������� ���� �� ����� ��� �� ����� ��� �� �� �� ����� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó     s  f      f max d  ,    ó   d     ó.*

i i~
i=1, ,N

 
Ã

A   22 .  ����� E     21  ó  o  ´ o   N 1  o o  o´ ´ ´ ´���������� ��� ������ ��� � �� � � ���� ���� � ������������ ��c
�� � �ó o s   x x x   d  ,  i 1,2 ,N 2 .i i+1 i+2 ib b � ~ Ã c

A   23 .  ����� X o o ´ s  o o o  o  o o     ´ ´ ´ ´����� � � ��� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ��� �� ��� ����� ��
�������� � � ������ � �������� � � ���� � ����� � ������� �� ����� ������� � ����´ ´ ´ ´ o ´  ´ , o o o  o  ó  o o s 

 min             .
x 0i �

b bÄb bD Ex x x x
x x x x x x x x

1 2 n-1 n

2 3 3 4 n 1 1 2b b b b

A   24 .  ����� .� � ��� � �� ����� ������� � ����o  o ó  o o s ´ ´

 min g (x ,x ) h (x ) ,� �
k=1 k=1

N N

k k k+1 k kb

 . x   x  ,� n+1 1~
  0 x b  ,  k 1, ,N ,� � ~ Ãk k

  (x )  c ,�
k=1

N

k k� �

ó o    (x)      o   o   x ,    (0) 0 .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ���� � ����� ��� �� ��� ������ ��� ��� ��������� � � �� �k k ~
E o  o  o ó ó  ´ ´���� ��� � ������� � ������ �� �����

 min g(y,x )  g(x ,x )  g(x ,x )  g(x ,z)  h (x ) ,2 2 3 N-1 N N k k

k=2

N

b bÄb b b �

 . (x )  c ,� �
k=2

N

k k� �

  0 x b  ,  k 2, ,N .� � ~ Ãk k

-����� �� �� � ������� � � ������� �� ������  �� ����� �� �� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ó   o o o   o os s os  x    o   v(y,z,c) ,  ó2 N,  , xÃ

� ������� � � ����� � �� ������ ����� �� ��o o o  o  o os  o   ´ ´ ´ ´ ´

 min v(x ,x ,c (x )) .
0 x b� �

c
1 1

1 1 1 1�

A   25 .�����      o  o     24 ,     o o´ ´ ´ ´ ´ ´,�� ��� ������ � � ������� � ���� ������ �� ������ ��� ������� �� � ����
��������� � ���´    t 2,3, ,N 1 ~ Ã c

 v (y,z,c)     min  g(y,x ) g(x ,x ) g(x ,x ) g(x ,z) h (x )
x , k=t, N

t t t t+1 N-1 N N k k

k k=t

N

~ b bÄb b b
Ã

D E�
 v (y,z,c) min g(y,x ) g(x ,z) h (x )  ,

xN N N N N
N

~ b bD E
ó o    x , ,x   ó  o s o o s o      24 ,  ´   s´ ´ ´� � �� �� ������� �� � ���� ���� � � � ����������� ���� ������ �� ��� ��2 NÃ

��������� ���� � � ������ � �� ���� �� � � ����� �� �� � ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´s s o   c    ó  ó    (b )  c  ,  ó o   b    o  o�
k=t

N

k k k� �

����� �o .´
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-����� �� � �� ������ �� � ������� �� ����� ���� �� ������� � ���� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ó   o   o  ó   o o s 

 v (y,z,c)    min  g(y,x ) h (x ) v (x ,z,c (x ))   ,
x D

t t t t t+1 t t t

t t

~ b b c
�

 !�

ó o  o ´ os o   D    o  x   o  ó s  s :´ ´ ´ ´� � � � �� ���� � ��� � ��� ��
���� �� �� ������� ������t t

 0 x b� �t t

 (b )  c (x ) .�
k=t+1

N

k k t t� � c �

A   26 .  ����� Mo o o    o    o o o  o´ ´ ´ ´ ´���� � ����� �� ������� �� ������� �� �� ��� � � � -������ �
1� ���������� � ��� � ������� ������� � ���� ����� ������� � ���� ���o o , ó  o o o o s   i . o o    ii .  ´ ´ ´ ´ ´
������ � ���� � ���� ��
 ��� ��� ������������� ���������o o .  M   z  o o    .´ ´ ´ ´

�) z  cx (x cx ) (x x cx ) (x x x cx  )  ,~ b b b b b bÄb b bÄb b1
2 2 2 2

1 2 1 2 3 1 2 N-1 N

� �. . x x x   1 .1 2 N
2 2 2b bÄb ~

�) z cx (x cx ) (x cx c x ) (x cx c x c x  ) ,~ b b b b b bÄb b bÄb b1
2 2 2 2 N-2 N-1 2

1 2 1 2 3 1 2 N-1 N

� �. . x x x   1 .1 2 N
2 2 2b bÄb ~

�) z  cx (x cx ) [x cx (c d)x ]~ b b b b b b bÄ1
2 2 2

1 2 1 2 3

       [x cx (c d)x (c 2d)x (c (N 2)d)x  ]  ,b b b b b b bÄb b c1 2 3 4 N
2

� �. . x x x   1 .1 2 N
2 2 2b bÄb ~

A   27 .  ����� N     o o o  o  o o  o ó  ´ ´ ´ ´� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � � �� �����

 max  c x  ,�
i=1

N

i i

 . x   1 ,� �
i=1

N

i
2 ~

  0 x x x  ,� � � Ã �1 2 N

ó o   c  , i 1, ,N   o   o  s.´ ´ ´ ´� � ����� �� �� � �� ������� � ����������i ~ Ã

A   28 .  ����� 2� �� ������� ������ ������� � ��� ������ � ��� ��� � ����� � � � � �� � o  s    o ´   (o s . . o´ ´ ´ ´ ´
������ �� ������ ����� � ������� ������ ���� � ��� � � ������ �� ������� � ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ Jacobi) o      o , o    o o  
�� ������ � �����  �� o o  s os  x  , i 1, ,N .´ i ~ Ã

 f (x)  c x   2 b x x  ,–N i i i i+1

i=1 i=1

N N-1

i
2~ b� �

ó o    x    o   N–  o    S ,      x 1 .´ ´ ´ ´ ´ ´� � �� ����� ���� ������� ��� �������� � ������� ������ ������i

i=1

N

i
2� ~

.� � ��� �� ������� �� � ����o  s  o o s ´ ´ ´

 v (c)  max  f (x) 2cx  ,
x S–

–N N N~ b
�

D E
 w (c)  min  f (x) 2cx  .

x S–
–N N N~ b

�
D E

X o o ´ s ó o s o  o  o o   o s s o´ ´ ´ ´ ´����� � � ��� ��� � � � � -������ � 1� ���������� � ������ ����� ���� ������ � �
����� �� �� �� �� ������ ���´ ´o    v (c) , w (c)     v (c) , w (c)  o .N N N-1 N-1

A   29 .  ����� /���� ��� ����� ���´ ´    28  ó
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 f (x)  c x   2 b x x   2 d x x  .–N i i i i+1 i i i+2

i=1 i=1 i=1

N N-1 N-2

i
2~ b b� � �

A   30 .  ����� .� � ��� � ������� �� ����� ������� � ����o  o  ó  o o s ´ ´ ´

 min F (x ,x , ,x )  (x ) (x ) (x )N 1 2 N 1 1 2 2 N NÃ ~ b bÄb� � �

 . x 0    i 1, ,N  , � i � ~ Ã
  x r  ,1 1�
  x x r   ,1 2 2b �
  Å
  x x x r   .1 2 N Nb bÄ �

O o   o o´ ´��
 ��� ��� �� � ����

 f (z)  min (x ) ,   o s o o s :
x–

´ ´k i i

i=k

N

~ �� �� �� � ���� ���� �

 x 0    i 1, ,N  , i � ~ Ã
 x r z ,k k� c
 x x r z  ,k k+1 k+1b � c
 Å
 x x r z  ,k N NbÄb � c
ó o   z 0 ,  k 1,2, ,N .   ó  :´� � -����� ��� ~ Ã

 f (z)          min   (x )  f (z r )  ,  k 1,2, ,N ,
x 0, x r z

k k k k+1 k

k k k

~ b b ~ Ã
� � c

 !�

��� �� ��� �� o s ó   min F (x , ,x )  f (0) .´
x–

N 1 N 1Ã ~

A   31 .  ����� X o o ´ s  o  o o    o o ´ ´ ´ ´ ´����� � � ��� ������������ -������ � 1� ���������� � ������ ��� ��� � ���
�� �� ��������� �� ��������� �� �������� ��� �� �������� ��������� o     f(x)  o   [a,b]   s s s  rx s ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ b
���� �� �� �� ��� ����� �� �����´ ´ ´   s  ó s :

�) �
a

b
 (f(x) rx s)  dxc c 2

�) max   f(x) rx s   .
a x b� �

c c( (
Y ó� ����� .  B   o     o o    r,s  o   o o o´ ´ ´ ´ ´����� ��� ����� ���� ���������� ��� �� �� ��� ������ �� � � ������� � � ��

�� ������� ����� �� �����   ó s.´ ´

A   32 .  ����� ,��������� � �� ������� �� �� �� ����� ������ ��� ��������� �� �������´ ´ ´ ´ ´ ´ o o  s o o s s,   o s
ó  ,  o  o   n .´ ´ ´ ´�� �������� ���� � �� ������ ���� �
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1.  E ´.���� ��

To ó ó  o  o o   s s´ ´ ´ ´����� �� ����� ����� � ��
 ��� ����  ���

(min   max)  w  w(l )´  � ~ B

ó o    x  ,   t  0,1, 2, ,       
_

� � �t 1 tb ~ ~ Ã
   x   X ,     D(x )       t  0,1, .t t t� � ~ Ã�

A ó o :  x .´���� ����� 0

To   l   (x , , x , , )    o  o  ( o ) o s   w w(l )  ´ ´ ´ ´ ´B B~ Ã ~0 0 1 1� � ����� ��� ����� �� ����� � ��������� � ��� � ���

����� ��� ���� �� � �� � � � � � � � ������ ����´ ´ ´ ´ ´  o ó o s o os . .   w(l )  c (x , ) ,  o o o o o� �������� ´ B ~ �B
0

t t t

�� ���� �� � �� � � � �� ������ �� ���������� ��
 ���o o ó o s  c (x , )  c (x )  o  o os  o o o .´ ´ ´ ´^�N 1

0
t t t N N

c

b

To ó  o   o  o o  o   o    ó´ ´ ´ ´ ´ ´�� ����� � � �� ���������� � ��
 ��� �� ����� ��� �� ������� ��� ��� �� �����
���������� � ��
 ��� ��� � ��� � � ��
 ��� ����� ����� 2�� ����������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o  o o , ó  o os o  o o   N   o.  
���������� ����� ���� ������ ��� �� ����� ��� ����� ������� ��� ��� ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   o o  o   ó o   
��������� � � � �������� ���� ��� �� ��� ��
 ��� �� ��� �������� ����� � ��� �´  o  o     o o  ( o ó ) o  o s.´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
E o   o  / o  s o s o   ´ ´ ´ ´ ´����
 ��� �� ��� ��������� ��� ��������� �� �� ������� �� ������ � �� ���
��� � � � �� ���������� � ��
 ��� �� �� ��� ����������� �� �����´ ´ ´ ´o o o   o  o o  o ó o o ó .

1.1  o   K o ´s  o .  ´ ´1� ����� ���� �� 1 � � As o     o  o´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ������� ��������� � � �� �� �

�� ������ ���������� � ��
 ���o os o  o o .´ ´ ´

(max)  w  R (x ,y )~ �N-1

k=0
k k k

�.             x   g ,y )  c (x y )  d y  ,k+1 k k k k kk~ ~ c b(x

  y [0, x ] ,  k = 0, 1, , N 1 ,k k� Ã c

A ó o:  x B .´���� ����� 0 ~

O o   c ,  d   s s.  ó o 1     o   c´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ����� �� ��� ������� 2� ������� ��������� ��� ������ ������ �� � �
~ ~1   d 0.  As o o o   P(B,N) o  ó .  O  o  N    os´ ´ ´ ´��� � ��� ��� � ������� �� ����� ��� � ����� �����
����� � �� � �� ����� �� ��� �� �� ��������� �� � ����ós, ó  o ó   P(B, N)  o   o  ó o  P(B)  (: P(B, ))  -´ ´ ~ B
��� ´  :

(max)  w  R (x ,y )~ �B
k=0

k k k

�.             x   g(x ,y )  c (x y )  d y  ,k+1 k k k k k~ ~ c b

  y [0, x ] ,  k = 0, 1,   ,k k� Ã

A ó o:  x B .´���� ����� 0 ~

As o o  s  s ´´ ´ ´��� ��� �� ������� ���������� ��� �

v(t,N,x) sup R (x ,y ) / x = g (x ,y ) ,  y [0, x ] ,  k = t, ,N-2 , x = x (1)
y y

~ � Ã
t N-1

N-1

k=t
k k k k+1 k k k k k k

,Ã
D E�



v(x) sup  R (x ,y ) / x g (x ,y ) ,  y [0, x ] ,  k = 0,1,  , x = x (2)
y y ,

~ ~ � Ã
Ã0 1 k=0

k k k k+1 k k k k k 0
,

D E�B

A  o   o  ó  ó  o  s  R ( , )   s ó  o  sup  ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� ��� ������ � �� ���� �� � ���������� ����� ������� � �� �k h h
���� �� ��� �� �������������� �� ��������� ��� � �������� � ������ (1) o      max .  H   v(t,N,x)     o´ ´ ´ ´ ´
�� � ��
 ���� ��� � � ������� ���� �� � ������� � ����o o o     ´  o o s´ ´ ´ ´

 v(t,N,x)    max { R (x, )  v( g (x, )   ,       t  0, , N 1   (3)
[0,x]

~ b ¹ ~ Ã c
��

� �t k

 v(N,N, x)  0 . (4)~

H  o  o os  ó    v(0,N,B) .´ ´ ´ ´���� � � �� ����� ������� �� �� ����

As o   ´  “ o " o    o  – o´ ´ ´ ´ ´������ ��� ��� �� �� ���� ��� � � ������� ��� �� ������� �� ���������� �
o o .  o ó  P(B,N)  o o o ó  “ o" :  {y , ,y },  ´  o´ ´ ´ ´��
 ��� 2� �� ����� 
����� � ������ � � � ����� �� ��1 NÃ
�� ����� � ������ � � � ����� ��� ������� ����� ��� �� �����������ó  P(B) o o o ó  “ o"  (ó  )    ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� � ����� ��� � ������ �� ��������� �� ���� ��� �� ���o o :  {y ,y , }.   E , o o  s s o ó os s  (2)  ´ ´ ´ ´0 1 Ã
������� ����� � �� � � �� ��� � �� ������� ��� �� �� �� ����� � � �� ��� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o     ó    o s o s o  o  .

A ,    (1)    o  o   o      R (x ,y )  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� ���� � ������ � � ������ � ����� ��� ��� ������ � ��������� �N-1

k=0
k k k

����� ������ ��� �� ������� ��� � ��� ��� � � �� �� ���� �� �´ ´ ´ ´ ´ s  o s o o  [0,B]  ,   ó ó  s ó s ó  o   N

R ( , )   s.    (2)  ó s,  ó  s s s  R     ´ ´ ´ ´k h h ����� ������� 2��� � � �� ���� �� �������� �� ��� ������ ��� ��

������� ����� � �� � ��������� ���� ������ � ��� �� �� ������ � � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ o  ó     R (x ,y )   o.  To ó  s  s o  -�B
k=0

k k k

���� � ���� ����� �� ��� ������� ��� � ������ ����� �� � � � � � � � ��´ ´ ´ ´ ´ ´o    (2)   ó     o  o s o  ó o   o o
���������� ��� ����´ ´    v(x) .

E  o o  o  ó´ ´���� ��� � �� � ��� ��

v(x)  sup  sup R (x ,y ) R (x ,y ) / x g (x ,y ) , y [0, x ] , k 0 , x =x 
y y y ,

~ b ~ � �
Ã0 0 1

0 0 0 k k k k+1 k k k k k 0
k=1,

D E�B

   sup R (x ,y ) sup R (x ,y ) / x g (x ,y ) , y [0, x ] , k 1 , x =x
y y y ,

~ b ¸ ~ � � ¹
Ã0 1 2

0 0 0 k k k k+1 k k k k k 0
k=1

D E�
,

B

   sup R(x ,y ) v(g(x ,y )) (5)
y

~ b
0

0 0 0 0D E
O o    ó  o  o  ó´ ´ ´� � ���� ��������� �� ���� �� ��� �� ����� ��

   R ( , )  R( , ) ,  g ( , )  g( , )   k 0 . (6)k kh h ~ h h h h ~ h h D �

1���� �� �� ������� � ��� � ��
 ���� �� ����� ��� �� � ��o s s  o s o o o  o s    o´ ´ ´ ´ ´ ´������ ����o s´
���� � � � �� � ��� �� �������� � � �������� ������ �� ��������� ���´ ´ ´ ´ ´ ´o s (  ó o s)    o  os.  X  o   
�� ������� ����� � ��
 ��� ����� �� � � ��� �� ��� �� ����� �� ���� ��o  o  o o  o  ó o  ó o s o s.  H  (5)´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ ��� � ����� �� ������ ��������� ��� ����� ��� ���� �� �� � ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o o o     x =x      s o s0

 v(x) sup R(x , ) v( )  , (7)~ b
�

� �D E0

ó o� �

   g(x ,y ) . (8)� ~ 0 0

 H o       v(B) .´ ´ ´ ´�������� ��� ���� ����� ������ �



1����������´ s.  1.  A  o  o  o s, ó  o o    o o´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� ������ � �� ����� � �� �� � ��� �� ������� ��� �� �

ó     v(x)   o o  .  , s o o  ó      ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ���� ����� � ������� � ����������� , �� ���������� � �� ��� ��� �� E
M  :  R(x,y) =  R(y)  My   y    g(x,y) = x y .  Tó   � � D cs ��� ��+

 v(x)  MB   . (9)� � B

1���������́ :   y   0 ,     y   B   R(y )  My   M y    MB . D � � � � �k k k k k
k=0 k=0 k=0 k=0

� � � �B B B B

2.  M o   o    o o s  (5)  o o ´ s´ ´ ´ ´� ������ �� ���� ��� ��� ���� �� ������� � ���� �� � �� ���
��� ��� � ���� �� �� ������ � � ������ ���� ���� ������ �� � � ���������� � o o o    o  o    (3)    o  o´ ´ ´ ´ ´ ´
o o , ó o   o   ó   0 ,  y  ,    ó  o ó o.´ ´ ´ ´��
 ��� � � � ����� �� ��� �������� ���� ����� � �� ���� �� ����� �����0

2��� ���� �� ��� ������ ������ �� �� ����� �� �� �� ������� ����� �� o  o  o  o ó   P(B)  o o   P(x)  `´ ´ ´ ´

(max)     w    R(x ,y )~ �B
k=1

k k

�.            x    g(x ,y )  c (x y )  d y  ,k+1 k k k k k~ ~ c b

  y [0, x ] ,  k = 1, 2,    ,k k� Ã

A ó o:  x x .´���� ����� 1 ~

3.  H o ó s o  s o    o  s o s  ó  o´ ´ ´ ´ ´� � ���� � � �� �������� �� �� ������� ����� � �������� � ������ ��� �� �
���� 2� ��� ��� �� ����� ��� �������� � ������ ����� ��� �� � ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s  v(x) .  o o o ó    o    o o  {y ,y , }0 1 Ã
� � �� ���� ���� ������ ��� �������� � ������ ����� �� ������ �� � ��� �o      v(x) .   H  s s o s  o   o  o ós´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
ó  o o   o  o  sup     max   s s (2)  (7) .´ ´ ´ ´�� �� � ��� �� ������������� ��� � �� ��� ������ ��� ������� 

4.  As o o  ó  o     v(x)   s (7)   x     o´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� �� ��
 ��� �� ���� �� ��� ��� �������� � ������D
{y ,y , }.  Tó    o ó ó   ó  o o :   y =y (B) ,   ´ ´ ´0 1 0 0Ã �� � ���� �� ����� �� ����� ������� �� ��� �� � ����
y =y (g(x ,y )) ,  y =y (g(x ,y )) ,  .  1 1 0 0 2 2 1 1 ���

E o s  o o o  o   o o o o o,   o     ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� ��� ��� � � ��� � � ���������� �� �� �� ���� ������� ��� � ������ �
o   o  ó ,   o    t,     ó  :    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��
�� ��� � ������ �� ���� ��� ���� �� ���� ������ ���� �� �� ��� ��� �� �t ~
� � � ����� � ��� ��� � � �������� ����� ��� �� ���� ������ �(h ) ,  ó o   h     o  o  os   o    t  (h (x , ,´ ´ ´ ´ ´ ´t t t 0 0~
x , x )).   H ó o  s   ,  ó   x   x ,  o  s s´ ´1 t 0t–1, ,Ã � �� � �� �� � ��� ��
����  ���~

 w( , x)  R x , (h )) . (10)� �~ ²�B
t=0

t t

ó o   x   g(x , (h )) ,  x   x . � � �t+1 t t 0~ ~

 To ´ o o  o   o o   o s.´ ´ ´ ´�� � �� ������� � � �� �� ���� ��� ����� � ���

1� ����o   1.´   E   R( , )  0 .  E`     ó´ ´�� �� ������ � ������� ���� ����h h �

 w( , x)    sup R(x, ) w( ,g(x, ))  . (11)
[0,x]

� � � �
�
� b

�
D E

��� ���� �� �������� � � � ����� ��� ���� � ������ � �� � � �����   x  o   [0, B] ,  ó o        o ,  ó      ´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� -����� ������� � ���� ��� � ��������� �´ ´ ´ ´ ´ ´.       v(x)   x    w( , x) v(x)    (    w , B) v(B)) .D ~ ² ~

A o .  ´� ����� E     {  ,  t 0,1, }    o  (    o´ ´ ´ ´ ´�� � � ��� ���� � ������ ������ ��� ������ ����� ��Z Z~ ~ Ãt

� � � � � ��� �������� ���� ��� ��� � ������ ��� ����� ��o  ó o  s ó s )    {x  ,  t 0,1, }    o  o ,  x x ,  ´ ´ ´Z Z
t 0~ Ã ~

x g(x, ) ,  x g(x , ) ,  .  Tó  Z Z Z Z Z
1 0 2 1 1~ ~� � ��� ��

 w( , x)  R(x, ) w( ,x )  ó  s  (11) )� � � � � ��� b ²Z Z
0 1



  R(x, ) R x , ) w( ,x )   ó  s  (11) )´� b ² b ²� � � ���� � � ��Z Z Z Z
0 1 1 2

 R x, ) R x , ) R x , ) w( , x ) . (12)� Ã � ² b ² bÄb ² b� � � �Z Z Z Z Z Z
0 1 1 t t t+1

T ´   ó   R( , )  0   ó  ´ �� � �� ���� ����������� ��h h �

 w( , x )  0 . (13)� Z
t+1 �

E , o   (12)    (13)  o    ó´ ´��� � ��� ������� ���� ��� ������� ���� ����

 w( , x)   R x , )        t  0 . (14)� �� ² D ��t

k=0
t t
Z Z

A o   (14)  o  s  s ó  :´ ´ ´� ��� ����� ��� ���� ��� ��� ���� ����

 w( ,  x)  R x , )  w(  , x) , (15)� � �� ² ~�B
k=0

t t
Z Z Z

��� � � ����� �������� � ������´ ´ ´ ´       o .

1.2  M ´   E   .  ´ ´����� ���� � 1����� �� �  As o o  ó   R(x,y) R(y) ,  R(0) 0 ,  R  ´�� ��� ��� �� ~ ~ �

0 .

1��������� �� ��� ��� ������ � ��´ ´ ´   1.   As o o  o  ó      0 .E �C
C

2

2
R 

 y

As o   o    : (h )  x  ,        ó   o´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� ��� � ������ � � ������ � � ��������� �� ��� ����� ���0 0 0
t t~

� � ���� � � � � � ���� � ��� � �� �o ó  o  ó o  s.  E o  o ó ,´

 w( , x)  R(x) R(0) R(0)   R(x) .�0 ~ b b bÄ ~

.�� ��� �� � ��� �� � ���� ���� �� �� ���� ������ � ���´ ´ ´o   o    ó   (8)  s ó s  1  . E o ,

  w( , x)  R( ) w( , x )          [0, x] (1)� � � � �� b c D �

A , o ó   o  ó´ ´���� � �� � �� ���� ��� ��

   R(x)  R( ) R(x )                    [0, x] . (2)� b c D �� � �

E  ´  o o  o  ó    (13)  . , ´ ´ ´ ´ ´ ´���� � �� ��� � �� � ��� �� � ������ 1������� ��� 

 h( )  R( ) R(x ) . (3)� � �~ b c

E o  � ���

 +   0 .  (4)C C C
C C C

2 2 2

2 2 2
h( ) R( ) R(x- ) 

   
� � �
� � �

~ �

E ,   h      o o o s  o   [0, x]  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� � ����� ������� ����� ��� � ������ ����� �� ��� �� ��������
������������� �� ��� �� �� ���� � � ��������� � � �´ ´ ´ ´ ´   `o   o  os    0      x .~ ~
T ´   h(0)  h(x)  R(x) ,      (13)  .´ ´ �� ��� ���� � ������~ ~

H   o  o os   s.´ ´ ´ ´ ´�������� ���� � � �� ������ ����� � ���

�0
t ~ DB ,       t  to

0 ,        t  to

���

���

~

£
 

ó o   to   o o o    o   t ,  t   0 .´ ´ ´ ´� � ����� � ����� �� ������� ���� � � 0 �



1������ ��� � �� � �� � �������� ���� ����� � ���� �� ������ � � ������ ���� ��� ���o , o ó , ó          o     ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ �� � � ���������� � ��
 ��� � �´ ´ ´ o  o  o o  ó o

�0
t (N)                    to  {0, , N 1} .~ � Ã cDB ,       t  to

0 ,        t  to

���

���

~

£

1���������´   2  :  As o o  o   ó        0 . ´ ´�� ��� ��� ������ � �� E �C
C

2

2
R 

 y

As o  '  ó   o ó  o  o  o o    ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´����� ��� ��� ���� �� ��� � �� ����� � � ���������� � ��
 ��� ������ ���� �� �
�������� � ������ ���� ��� � ���´ ´ ´ ´ o    o

 (   (N)   ,            t  0,1, , N 1 . (5)� �0 0
t t~ ~ ~ Ã c  B 

N

1������ ��� � �� ��o  ´  ó  ´

 (N)  0   (N ) . (6)�0
t ¦ ¦B

H  (6)   ó      o ó  o  o  o o      ´ ´ ´ ´ ´ ´����������� �� � �������� ���� ��� � �� ����� � � ����� � ��
 ��� �� ����� �*
t

~ D � ~ ~ 0  t 1 .  A  ó  :   w( ,B)  R (0)  0 ,    o o  o  ó´ ´ ´ ´��� � �� � ��� ����� ��� � �� � ��� ��*

k=1
k�B

����� �� � ������ � � � �� �� ���������� �� � ��´ ´ ´ ´o  o s   o  o    ó o .Z

T   o o  o  ó         o ó´ ´ ´ ´ ´ ´� ������� ��� �� �� ���������� �� ��� ����� �� ������� ���� ��� � �� �����
� � ����� � ��
 ���o  o  o o .´ ´

A o  .´� �����     As o o  ó     o      { , t 0}. Tó´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ������� ��� �������� � ������ � � ��0 0
t~ �

������ �� ������� � ������� � ��� 
��� � � ���� � ����  ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   o o   os  , o   ´  :  .0 0 0
k k 1 k k 1

0
b b    �� �£

1��������� � �������� � � ����� �� �� ������ � ������ �� �´ ´ ´ ´ ´,        t ,  o     o      0  (0
t

k=0
~ D � �B

� ��� �� �������� � ������ �� �~ B £ ~B) ,    ó   o      0 .´ ´

T ´    ��

  w( ,B)  R( ) R( R( ) R( ) � � � � �0 0
k 1

0
t k k+1 t

k+2
~ b�c B

) b b �

    R( ) 2R( ) R( ) , (7)� b b� �k 1

0

0
t

k+2
t

c B
b� ��k k  1� b

2

ó o    ó   ó  o  o ó os ó    R   o   ( R/   0) ´ ´ ´ ´� � � ��������� ���� ���� ������ � � � � ��� � � �� � ����� � ��� �C C �2 2

.  E ,  o o   o     {  ,  t  0} ,   o o  :´ ´��� �� ��� ��� ��� � ������ � � � �Z Z~ �t
#

�´   ,t ~ H
�t

k k 1

 ,   t  k,k 1

  ,  t  k,k 1

£ b

~ b
� b b�

2

� �� � ����� �� ������ ��ó    (7)   o   :´ ´

 w( ,B)  w( ,B) . (8)� �0 � Z

-����� � � ����� �������� �� ��� � ������ � � ����� �� � ��� ��� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´        o    ,   o   o o o o  óZ 0

��������� �� � � ����� ��������´ ´ ´ ó       .0

1.3  M ´  s E ´ s B o o´ s  o o  K o ´s o .   ´ ´����� �� ��� �� ������ � ���� ��� � 1� ����� ���� �� 1 � �

As o  o ó  s §1.1´�� ��� ��� � �� ����� ��



(max)  w  R(x ,y )~ �B
k=0

k k

�.             x   g(x ,y )  c (x y )  d y  ,k+1 k k k k k~ ~ c b

  y [0, x ] ,  k = 0, 1,   ,k k� Ã

A ó o:  x B .´���� ����� 0 ~

O  s s      o o s  (1.7)   o s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������ �� ����� �� ����� �� ��� ���� �� ������� � ���� ����� ���� �� ��
������ � � ������� ��� � �� ����� � � ���������� � ��
 ��� ������ � ������ ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s o    o ó  o  o  o o .   Y  o  
�� � � ��� �� ������������ ��� � �� ���� �� ��� � �s  (1.1.7) ;   M o o   o  o  sup    max ;  Y o  o o´ ´ ´ ´
�� � ���� � �� ���� 1������ ��� ��� ��������� ��� �� ������ ���� ��� �o o o  s s;   o  s     o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����������� �� ����� ��� � � ��� � � �� ������� ��� ����� ������� ��� � �����´ ´ ´ ´ ´o ó . H o o o  o   o     o ó
�� �����ó .

.� ������ � �� ��� � � ��� ���� ���� ��  o o o  o  s o ó.  E´ ´

� � s s s( )  u /  u:  :  u : sup{ u(x) } (1)
x

~ ¦ ~ � � � BD E) )
��� � ������� o  s´

 T  :  ( )  ( )  :  (T u)(x): R(x, ) u( ) (2)� �� s � s � �¦ ~ b

 T :      ( )  ( )  :  (Tu)(x):   sup {R(x, ) u( )} sup {(T u)(x)} (3)
[0,x] [0,x]

� s � s � �
� �

¦ ~ b ~
� �

�

ó o� �

   x g(x , ) . (4)� �~ ~1 0

M   o    ´  o  s (1.11)  (1.7) o o  o  ´ ´ ´ ´ ´� �� � ����� � � ������� ������ � � ������ ��� �� � �� ������ ��� ��
���� ��  ���o  s s.´ ´

 w( ,x)   (T w( , ))(x)   x (5)� �� h D�

 v(x)  (Tv)(x)  sup {(T v)(x)} (6)
[0,x]

~ ~
��

�

To o o   o s.´ ´ ´ ´���� �� ������� ����� � ���

1� ����o  1.´   As o  s  o s.´ ´ ´��� ��� �� ������� �� �����

1.  R(x,y)   o   s ós  x    y    R(0,0)=0´ ´ ´����� ��� ��� ���������  �� ��� ���

2.  E   b max{c,d} ,  ó   b [0,1) .�� � ��~ �

3.  E   m(x)  max { R(x,y) }  ó   m(b x)  .
y [0,x]

�� � ��~ � � � B
�

�B
t=0

t

Tó :��

1.  Y   o   s s o o s (6).´ ´ ´ ´ ´ ´������ ��� � ������ ���� �� ���� �� ������� � ����

2.  H  s (6)  s `    v(0) 0.´ ´ ´���� �� ����� ������ ��� ������ ��� ~

3.  H  s (6)    ´  o  o os  P(x) .´ ´ ´ ´���� �� ����� � ��������� ��� � � � �� ������



4.   Y o  s o s.´ ´ ´���� �� �������� � ������

A o .´� �����   As o o   s o o   o ´  o´ ´ ´ ´��� ��� ��� ��� �� � ���� � � ���� ��� � �� ������� �

 (x)  0 (7)�(0) ~

 (x)  (T )(x)  sup {(T )(x)} ,  n 0,1,  . (8)
[0,x]

� � �
�

(n+1) (n) (n)~ ~ ~ Ã
�

�

.� �� ���� ��� �� � ������� �� ����� ������� ���� �� � ���������� � ����� o o  ó  o   o s  ó  o  s ( )  ´ ´ ´ ´ ´ ´(n) h
������� ��� �� ������� �� � � � ��� �� ��� ��������� � 2�� �� ������� ��´ ´ ´ ´ ´s  ó  o  o o ó o      ( ) .  o  sh
o o ó o s s o  ó     (x)   s.  H  ´  s   ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � ��� �������� �� ��� �� � ��������� � ����� ������ �������� � �� ��
� ��� �� ����������� �� �������� �� �  �� � ��� � � � ����� ��� ��( )  o     s  (T )(x) ,  s ós  ,  o ós o    ´ ´ ´ ´ ´h �

����� ������ � ������������� � � �� ����´ ´ ´    o   sup    max   (6).

H ó  s s   ( )      (7), (8)  s ó s 1.  ´ ´ ´ ´�� ����� �� �������� � � � ����� ����� �������� � � ��� �� �� ����(n) h
,�� �� �� ���� ��� ��� � � � ��� �������� �� �� � ���� � � ��� ��� ��  o o   o o ó o   s o o s  ( )  s o o  ´ ´ ´ ´(n) h
���������´

 u (x)  max { ( ) ( ) } . (9)
[0,x]n

(n) (n+1)~ � c �
��

� � � �

.� �� ���� ��� �� ��� � � ���´ ´ ´ ´ o o  o os o  s

I os 1.´�������

 u (x)    m(b x)  . (10)� �B B

n=0 n=0

(n) n� � B

A o o  s (10)   o o ó o   s u (x)    o´ ´ ´ ´ ´��� �� ������� �� ����� � � � � ��� �������� �� �� ���� �����������B
n=0

(n)

�������� � �� �� �� ���� �� ������ ��� ��� �� ��� �� �´ ´ ´.  A ó ó ´  s A s ( . Rudin (1976) . 147) o  ó  
�� � ���� � ��������� � � � ��� �� ���� ���������� �������� ��� � � � �� ��o o   ( )   o o ó o    o , o ós o   ´ ´ ´ ´ ´ ´(n) h
����� � � ����������� ��� ������ ��� �� �������� �� � ��� ���´ ´ ´ ´ o        s  ( ) ( . Rudin (1976) . 149).h

E o   o o  o o   (   (7)  (8)) ó  (0)  0 ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� � ����� ��� � �� �� ���� ��� ���� ���� ��� � � ��� �� �(n) ~
������ � � ����������� �� �´ ´ o   ó   (0)  0 .~

,�� �� �� ���� ��� �� � ���� ��� � � ���� � �� ��� ��� ��� ���� � �������  o o  ó    (6)     ó o  s o o  '  o o.´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
E  o ó ,  ( ) ,  ( )  o s s  (6)   s o o s,    ,´ ´ ´ ´ ´�� � �� � � � �� ����� �� ��� �� � �� ���� �� �� �� ������� 1 2h h
��� ����� ��ó  ó

   (0)  (0)  0 (11)� �1 2~ ~

 As o o  ´   ´ ´��� ��� � �� �� ���������

 u(x)  max { ( ) ( ) } . (12)
[0,x]

~ � c �
��

� � � �1 2

.� �� ���� ��� �� ��� � � ���´ ´ ´ ´ o o  o os o  s

I os 2.´�������

 u(x)  u(bx)    u(b x) ,  n  1 . (13)� � Ä � �n

T ´  o   (11)     (12)  o  ó   u(0)  0  ,  ó  ó   b [0,1)     ´ ´ �� � ��� ������� ���� �� ��� ���� � �� ���� �� ��� �~ �
(13)  o  ó   u(x)  0  x  .  H    o  o ó s  u( )   ´ ´ ´������� ���� �� ��������� ��
� �� � � ���� ��� D h
������� ���� �� ��� ����� � �´ o  ó   u(x)  0  x   ´s  (x)  (x)   x .~ D ~ D1 2



,�� �� �� ���� ��� �� � � ������ ���� �� ����� � ��������� ��� � � ������� ��  o o  ó   o   s  (6)      ´  ó s o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ����� ������ �� ��������� ��� �� �� � � ���� �� � �� ��� ��   (1.1.2)   o  ó  ó o  o ó s  (x)  o  ó´ ´ ´ ´(n)

  (x)  v(0,n 1,x) . (14)�(n) ~ c

T os,   s ( ) o s( )  o o  s s s  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ������ ��������  � � ������  � ����� ���� �� ������� �� �������� ��
(T )(x) ,  s ós    ,   ó o      o s o oo  [0,x] .´ ´ ´��  �� � � � � ������ �� ������� ��� �

, �� �� ����� ����� � �� ����� ������ �� �� ���� ��� � � �������� � ���´ ´ ´ ´ ´ ´   s  ó    o o  o s o s 1.  2. .

A o  o  I o ´  1.´� ����� � � ������� �   E  o o  o   ó  o   (x)  ´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� ���� ��� ���� ���� �� � � �����(n)

������� ������ � � ����������� � � �� �������� �� � �� ����� ��´ ´ ´ ´ ´s  o   ( ó  s s s  (T )(x)) ó  o�
(n)

�� ����� � � ���� � �o s    (x)   o´ ´ ´0 0
n n~

  (x)   (T )(x)  (T )(x) . (15)� � �(n+1) (n) (n)~ ~ �0
n(x)

E o  o ó� ��� � �� �

  (x)   (T )(x)   (T )(x) , (16)� � �(n+1) (n) (n)~ �� �0 0
n n+1(x) (x)

  (x)   (T )(x)   (T )(x)  . (17)� � �(n+2) (n+1) (n+1)~ �� �0 0
n+1 n(x) (x)

�� �� ��� ����� ���ó s  (16)    (17)  o´

� c � � � c � (x)  (x)    max  (T )(x)  (T )(x)  , � � � �(n+1) (n+2) (n) (n+1)D � �0 0
n+1 n+1(x) (x)

  (T )(x)  (T )(x)� c �� �0 0
n n(x) (x)� �(n) (n+1) E

    max (T )(x)  (T )(x)
[0,x]

� � c �
��

� �D E� �
(n) (n+1)

    max (g(x, ))  (g(x, ))
[0,x]

� � c �
��

� � � �D E(n) (n+1)

    max (z)  (z)  
z [0,bx]
� � c �
�

D E� �(n) (n+1)

  u (bx) . (18)~ n

O o   o  ´    o  s ó s´ ´ ´ ´� � � �� ��������� ���� ���� ������� ����� �� ������� �� �� ����

 z  g(x, )  bx   a [0,x] ,    x . (19)~ � D � D�

H  (18)      ó  o  s  u (x)   o s o  ó´ ´ ´ ´ ´ ´��� � ���������� �� � ���������� ����� ��� ��� ������� ���� ��n

  u (x)  u (bx) . (20)n+1 n�

,�� �� �� ���   u (x)  o´0

 u (x)     max ( )  ( )      max R(x, )   m(x) (21)
[0,x] [0,x]0

(0) (1)� � c � ~ � � ~
� �� �

� � � � �D E D E
To o  ´       (20)    (21) .´ ´ ´ ´�� ������� � �� ����� ����� �������� � � ���

A o  o  I o ´  2.´� ����� � � ������� �   E o   ó  o  s ( )  s, ´s´ ´ ´ ´� ��� ������ �� � ����� � ����� ������� ����� i h

����� �� �������� �� ����� � � � ��� ������� �� ��� �� ������´ ´ ´ ´ ´ ´o  s o s   (x).  O s   o  s si i  ~



  (x)   (T )(x)  (T )(x)  (T )(x) , (22)� �1 1 1 1~ ~ �� �1 2� �

  (x)   (T )(x)  (T )(x)  (T )(x) . (23)� �2 2 2 2~ ~ �� �2 1� �

A ó s(22)  (23) o     o´ ´ ´� �� ��� ���� �� �� �� ������� ����� ���

 u(x)  max { ( ) ( ) }  u(bx) . (24)
[0,x]

~ � c � �
��

� � � �1 2

E o s    (24)   o   ´ ´ ´���������� ��� ��� ����� ��� �� �����

 u(x)  u(b x)   n    x . (25)� D � Dn

A ó o  o ó   u( ) ,   (25)   ó  ó   b [0,1)  o  ó´� � � ���� �� ��� ��� ��� �� ���� �� ����� ��� ��h �

 0  u(x)  u(0)     x . (26)� � D

K   o   s  o  ó   u(0)  0 ,   o o  ó  o´ ´ ´ ´ ´�� � �� ����� ����� ����� �� ��������� ��� �� ��� ��� � �� �� ��
 ���
#

~
ó  o   (x)   s   (0)  0 .´ ´�� � � ����� ������� ��� �i i ~

2. ´  o  o ´  o ´ os. /��� � � ,���� � 1� ������

As o  o ó  s  §1   o ó o s s o s  (1) ,  ó o  ´ ´ ´�� ��� ��� � �� ����� �� �� ���� �� � �� �� � ��� � �
b [0,1]     ,´ ´ ´� ����� ��� �� ��� �������

 w(l )  b c(x , ) , (1) 
B

B

~ �
t=0

t
t t�

��� � �� ��� ��� � ��� � � � �� �� ������ � s o  o o o  o o   P(x) ,  x S ,´ ´ ´ �

(min)  w(l )B

���� ���� � �o o  : x    ,   t  0´  
t 1 tb ~ �

  x   S ,    D(x )t t t� ��

  x   x .0 ~

.� ��� ��� �� ��� �� ����� o o  s s o s.´ ´ ´

Y o  1. ´ s´� ���� ������� H  o  os   o  ó o s   (  -´ ´ ´ ´�������� � � �������� ��� � � �� � �� � ����� �� ����
��� ���� �� �� � ������ � � ��� ��� � � � ��ó s o ó o),   c (x , ) c(x , )    x x  ,   ó   D(x ) D(x )´ ´t t t t t t t t s~ ~ ~ ~s s
��� � �  .

_ _
t s~

Y o  2. ´� ����  T  o   P(x)  o  ,  ´ ´ ´ ´� �� ������� �� �� ���� ������

   v(x)   inf {w(l )   /  x    ,  t  0 ,  x   S ,    D(x ) ,  x   x} (2)
_

E ~ ~ � � � ~B t 1 t t t t 0b � �

Y o  3. ´� ����   I   ó  2  minimum   o  infimum.´ ´����� � �� ���� �� ��� ���� � �

To ´ o o  o  o o   ó     v( )  o o , ´ ´ ´ ´ ´�� � �� ������� � � �� ������ ��� ����� �� � ��������� ���� � ��� ���h

�� ��� �� �� � ������ �� ��� ���� �� � � ��� �o   o o  o   o  o   v Tv .´ ´ ´ ´#
~

1� ����o   1.´   1.  K  ó s o s 1  2    v( )    s´ ´ ´ ´ ´�� �� �� �� ����� ��� � ��������� ����� ���� ��h

������� ���� ��´ ´ s



 v(x)   inf  {c(x, ) bv( )}  ,      D(x) ,   x S (3)
D(x)

 _
~ b D � D �

��
� � �

2.  K  ó s o s 1  3    v( )    o   s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �� �� �� ����� ��� � ��������� ����� � � ������ ���� �� ������� h
���� �� �� ��� ���� � �´ ´s  minimum   o  infimum.
A o .´� �����   H ó   o    o  o o   §1.2.´ ´ ´ ´�� ����� ����� ���� �� � � ����������� � � � ������� � ������ ����

��� ���� ���� ����������� ��� �� ����� ������ ���� �� � �� � � ������� �� ó  o    .  Y o  o ó   o   o´ ´ ´ ´ ´ ´
�� � � ��� �� �� ���� ��� � �� �������ó o    o o  o o .´ ´ ´

M´ o os  1 . �� �   A ó o  o ó s   v( )  o´� � � ���� �� �� ���h

v(x)       inf b c(x , )   /   x   S ,   x  =  ,    D(x ) ,  x   x
, ,

 _
~ � � ~

Ã� �
� � �

0 1 0

t
t t t t 1 t t t 0D E�B

b

   inf         inf c(x, ) b c(x , )  /  x S , x  , D(x ), x x
,

  _
~ b � ~ � ~

Ã� � �
� � � �

0 1 2
0 t t t t 1 t t t 0

1

t

,
D E�B

b

     inf c(x, ) b    inf {c(x, ) b c(x , )  /  x   S , x  
D(x)

   
  , ,

_
~ b b � ~

Ã�
� � � �

� �
0

0 1 t 1 t 1 t t 1 t
1 2 1

t

�
D �B

b b b  ,

        + D(x ) ,  x   x�t t 0� ~ ¹E
     inf {c(x, ) b v(

D(x)
 _

~ b
�

� �
0

0 0
�

¹)  .

M´ o os 2 .�� �   E   v(t, x, N)    ´  o  o os o  o o´ ´ ´ ´�� � ��������� ��� � � � �� ������ ���������� � ��
 ���
(ó o  o os o  o o    N) ,   ´ ´ ´ ´� � � ��� � � ��
 ��� ����� ������

 v(t, x, N)     inf c(x , ) }  (4)
, ,

 
~

Ã� �
�

t N

N

k=t

k
k k¸�b

ó o  x   x .� � t ~

Tó    v(t, x, N)  o o    ´ ´�� � ���� � ��� ��� ���� ��

 v(t, x, N)  inf  {c(x, ) v(t 1, , N) . (5) –~ b b
�

� �

As o o  ó   o ó o :  lim v(t, x, N)   ´ ´ ´�� ��� ��� �� ������� � �� ��� ��� 
N ¦B

 u(t, x)  lim v(t, x, N) (6)~
N ¦B

A ó   (19)  ó s o  ó  ´� ��� � �� ��� ��

 u(t, x)   inf  b c(x , )               (x   x)  (7)
k t

 
~ ~

�
D E�B

k=t

k
k k t�

���

 u(t 1, x)    inf b c(x , )           (x x)
k t 1

 
b ~

� b
D E�B b

t+1

k
k k t 1�   ~

                bu(t, x)  . (8)~

A `o   (8)  o  ó  ´� ��� ����� ��� ��



 u(t, x)  b u(0, x)  b u(x) (9)~ ~t t

ó o  o     u(x)  u(0, x) .´ ´� � ������ ��� ��������� ~

A  ´ , o   ó    ` o ´  s  (9) ,  o  ó  ´ ´� � �� ��� ��� �� ��� ��� � � � � ��� � �� ����� ��� ��

 u(t, x)  inf {c(x, ) u(t 1, )} . (10) _
~ b b

�
� �

T ´  o   (10) , (8)  o  ( o s  0)  ó´ ´ �� � ������� ���� ����� ��� � ��~

 u(x)    inf {c(x, ) bu( )} . (11)
D(x)

 _
~ b

��
� �

H ó   s ó  o  ó  ó  s (6)   ´ ´ ´ ´�� ����� ����� ����� ��� ��������� ��� �� � � �� ������

 u(x)  v(x)    x  S . (12)~ D �

.� � ��� ������� ������� � � ������� �� ��� ������������� � � � �� � o   s o  o    o   inf (  sup)   min (´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
max)  s ´ s.  O s  o ó  o  o  o o , o ó´ ´��� ���� ��� � ��� �� �� ����� � � ���������� � ��
 ��� �� �� �����
� � ����� � ��
 ��� � ������������� � � �� ���� ������ ���� ��o  o  o o    o   sup    max ,    ,´ ´ ´ ´ ´
��������
�� ��� ������ �������� � ������ ������������ �� ������ ��� ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   s o s,   o o   s.

1� ����o   2.´   As o o  ó  o  o  o s 1  3.   E       o´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ���� �� � �� ����� ��� �� � � ���� � ������0

��� ��� � �� ������ � ������� ���� ��  o o      .´ ´ ´#

 v(x)  c(x, (x)) bv( (x)) ,  x S. (13) _
~ b D �� �0 0

Tó       . ´ ´�� � � ����� ��������0

A o .´� �����   E o   ó  ´� ��� ������ ��

 v(x) :   inf c(x , )b   min c(x , )b   (14)  
~ ~D E D E� �B B

0 0
t t t t

t t� �

�� �`

 v(x) :   min c(x, ) bv( )   c(x, (x)) bv( (x))   (15)  _ _
~ b ~ bD E E� � � �0 0

 v(x)  c(x, ) bv( ) ,     D(x) ,    (x) . (16)
_ _

� b D � £� � � � �0

As o o  ó        o   ó      ,     x S  :  ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� � ����� ��� ��������� � ������ ��� �� � � ������£ E �0
0

� � �� � � �� �� ��� ��(x )  (x ) .  Tó , ó  s  (32)  o  ó  :´0 0
0£

 v(x )  c(x , (x )) v( (x )) . (17)
_

0 0 0 0� b� �

A o o  o ó s  v( )  o  ó  :´� � � ���� �� �� ��� ��h

 w( ,x)  c(x, (x))b   v(x) . (18) 
� �~ ��B

t=0

t

T ´ , o   (17)    (18)  o o   ´ �� � ��� ��� �� ����

 w( , x )  v(x ) (19)� 0 0�

��� � �������� �� � � ��� ����� �������� ��� � ����� ������ �� ��� ��   (19)   ó          o o  x  ,   o  ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´0

 w( , x)  w( , x)  v(x)  x S ,    w( , x )  w( , x ) , (20)� � ��� � �� ~ D � �0 0 0 0



��� � � ��� ����� ��������´ ´ ´       .

1���������´ .  O  s  (20)  o  o o ós ó  ó    ´ ´ ´ ´� ������ �����
 �� � ��� � �� ��� ������� ��� ��������

� ������ � ��� � �� ����� � � ����� � ��
 ��� � �� � � �����o     o ó  o  o  o o , ó       ´ ´ ´ ´0 0 o o o o´� � � ���
�������� ������ �������� ��� ���� ������ ���������´ ´ ´ ´ ´ ´,        x   x . 0 ~

 H  ó , o  s ó s  1  s §1.1   ó  o o´ ´ ´ ´ ´������� �� ���� ���� �� �� �� ���� �� ����� ������� �� �� �� ���� ���
ó   o       o o  o ó  ó     ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� � ������ � ��� ��� � �� �� ���
 ����� �� ����� �������� ����� ��������*

��������´ .

1� ����o   3.´   E  ó  o  o  ó s ´�� �� ���� �� � ���� ����

 w( , x)  c(x, ) bw( , ) ,      D(x) ,   x S (21) _
� � � � �* *� b D � D �

��� ������ � o ,´

 lim  b v( (x))  0 ,   x S ,   , (22)
_

t ¦B
t

t� �~ D � D

ó o  (x)  (x) ,   (x)  ( (x)) .  Tó   o      .
_

´ ´ ´� � � � � � � �� � � ������ � ����� ��������1 t+1 t
*~ ~

A o .´� �����   A   o o  ó  ´ ´���� �� �� ���� ��� ��

 w( , x)  w( , x)   x ,     , (23)� � � �* *� D £

ó o        o ,    ( , , , ) .  H  (23)  o   ´ ´ ´ ´� � � ����� ��� ��������� � ������ � � � � ����� ����~ Ã0 1 2

 w( , x)  c(x, )  bw( , ) _
� � � �* *

0 0� b

   c(x, )  bc(( , ) bw( , ))  _ _
� b b� � � � �0 0 1 1

0

   c(x, (x))b   lim b w( , (x))
_

� b�B
t=0

t t
t t 0� � �

t ¦B

   c(x, (x))  w( , x) .~ ~�B
t=0

t� �

T ´ o   o   s   o   o  1,2´ ´ ´ ´ ´���� � ��� ��� �������� �� ��� ��� ��������� � � �� �������� � � � �� ���� �
��� 3.

.� ����´   1.  (1)  As o  ó  o  o   o s 1  2.   As o  s ó´ ´ ´ ´ ´���� ��� �� ���� �� � � �� ����� ��� ���� ��� ����� ��

������� ��� ��������� ��� ��� � �� ������ � ��� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´    u( )    o o    s h

 lim  b u( (x))  0 ,    x S ,   , (24)
_

t ¦B
t

t� �~ D � D

ó o  (x)  (x) ,   (x)  ( (x))   o ,  u( )    s 
_

´ ´ ´ ´� � � � � � � ��� ������ � � ����� ���� �� ������� 1 t+1 t~ ~ h
���� ��´ s

 u(x)   inf  {c(x, ) bu( )} ,    x S , (25)
D(x)

 _
~ b D �

��
� �

� ��ó

 u(x)  v(x)  ,    x S . (26)� D �

(2)  As o  ó   b 1 .  E     o     o  o  ó s´ ´ ´ ´ ´���� ��� �� �� ��� ��� ���� � ������ � ���� �� � ���� ����� 0



 u(x)  c(x, (x)) bu( (x))  ,  x S. (27) _
� b c D �� � �0 0

��� ��� �� ������� � � �� o    0 , ó´ ´ �

 u(x) w( , x)   ,   x S (28)� c D ��0 �
�1c

o ó   o           (   w(x, )  (v(x), v(x) + ) ).´ ´ ´ ´� �� � � ������ � ����� �������� ������ �0 0� �
� �1 1c c

�

(3)  E  o   (25)  o    min      inf         x  ´ ´ ´ ´ ´�� � ������� ���� �� �� ���� ���� � � ��� ��� ���� ���������
�� �������� ������������� ��� ��� �� ���� � � � �� � � ������ � �����     `o   (x) (x) ,  ó   o     ´ ´ ´ ´~ 0 0

��������´ .

A o .´� �����    E       o ,    x x,  x   x     o  o´ ´ ´ ´�� � ��� ��������� � ������ ��� ��� � � � � �� ��� � �0 0 1 1 2 2~ Ã

�������� � � ������ ���� ���� � � � � �´ ´os o  o     ,   ó o   x (h ) .
_

t+1 t t~ ~
E o  o ó� ��� � �� �

   w(x, )  b c(x , ) . (29) 
� �~  

t=0
�B t

t t

A   o o  ó  ´ ´���� �� �� ���� ��� ��

 u(x)  w(x, ) , (30)� �0

�� �� � �� ��� ��� � �� � � ����� ��������� � ����������� ���ó  ó , o o  ó       ,   (30)     (26) .  ´ ´ ´ ´0

E o  o ó� ��� � �� �

 u(x)  c(x, bu( )
_

�
(25)

 )� �0 0b

  c(x, b c( ,a ) bu( )
_ _

� b
(25)

 )� � �0 0 1 1b 4 5
  b c(x , )   lim  b u( (x))  w(x, ) . _

� b ~
(25)

    
t=0 t

Ä �
¦B

�B t t 0
t t t� � �

,�� � �� ��� o  2.  o´

 u(x) c(x, bu( )
_

� c
(27)

 )� � �0 0b

  c(x, b c( ,a ) bu( )
_ _

� b c c
(27)

 )� � � � �0 0 1 1b 4 5
  b c(x , )   lim  b u( (x))  b   _

� b c
(27)

    
t=0 t t=0

Ä �
¦B

�B t t t
t t t� � ��B

   w(x, )   .~ c�0 �
�1c

H ó  o  3.  o .´ ´�� ����� � � ����� ���� ��

3.   K ´   o ´ . ���� 1� �������

2� ����� �� ����� ��� � �� � ��� ��� ������ � �� ���� ���� �������� �� �� ��� o s  o o  o     ó  1 . E  ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� � ����� � ��� �� �� ����� � ����� � � �������� �� �� �� ���������o s o s  s o s  2    3 .  E o   ó s  ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� �� �� ����� �������� � ����� �� ���� �������� � ������ ��� �s o o s o   o  s s o s ó  o  infimum ´ ´ ´ ´ ´ ´
( o , o supremum  o  o o s) o     ´ ´ ´ ´ ´������ ��� � ��� �� ������� ������ � ���� �� ��� �� �������������� ��



minimum ( o , maximum)  s ´ s o o s.   T s o s ´ ´ ´ ´ ´������ ��� ��� ���� ��� ������� � ���� ����� �� ����� ��� 
�� �� � �� ����� ��� � �� ����� ��� ��� ���� �� �� ���� ����� � ������� ��ó s o o s  o o  o    s ó s 3  o   o :´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

1.  o  ´ o    o    o ,´ ´ ´ ´ ´ ´� � � � ��������� � ��� �� ���� � ����� ����������� ��� ��

2.  o  ´ o    o    o   o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � � ��������� � ��� �� ���� � ����� ������� ��� �� ��� � ����������
� �� � ����� �������o o s  s.´ ´

O   o s   s     .  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������� �� ����� ��� ����� ����� ��� ��� ������ ������� � ���� � 1������ 
������� ��� ��� �� ������ � ������ � � � �� �� �������� �� ��� �� �� ������� ´ ´ ´ ´ ´ ´o  o  o  ´  o  o o s  ó   ó s 
�� ����� ��� �� ������ �� ������ ������� � ���� � ���o s o      ,  . Ross(1982), Dynkin and´ ´ ´ ´ ´ ´
Yushkevich(1979)  ó  o . To o  ó  o   s ´ ´ ´ ´ ´ ´��� �� ���������� ��� ������ ��
 ��� �� � ������� ������� ���
����� � �� ������ �� ���� ������ �� � ��� �� ��� � � � ������ � �� �� ���������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  `o s   .   T  o  ´   ´   o  
��� ����� ������ ��� �� �� ����������� � ������� � ����� o    o   o   o o s .´ ´ ´ ´ ´

3.1  To o  o  E o ´  Ko o s (Discounted Cost Problem).´ ´1� ����� � � ��� ��� � �� �

(max  min)  w  b c(x ,a )   ó s o s´ ´ ´� ��� �� �� ����� ��~ �B
t=0

t
t t

1.   c(x, )   C   x  S ,     D(x) , ( (� �� D � D �

2.   b  1 .�

3.2.  To  o  ´s s M ´ s (First Passage Problem).´ ´1� ����� �� 1� �� �������

(max  min)  w  b c(x ,a )   ó s o s´ ´ ´� ��� �� �� ����� ��~ �B
t=0

t
t t

1.   x  ,    D(x )  :  c(x , )  0 , 
E � ~0 0 0 0 0� �

2.   x  S      o  o  ó o s ( o s) o  o  o´ ´ ´ ´D � E ��� ����� �� ���������� � � �� � ��� � � � ����� ��
����� -����� � ����  ��� � � �´ ´ ´o  x .     { ,  t 0,1, , N(x)} ,   ´   D(x) , D( ),

_
0 t 0 t t–1E ~ Ã � �

� ��� � ���������� � � ����� �� � �� �� ��
_

  x   b c(x , ) o, ó o   N (x)   o ó os s ´ s ´ ´N(x) 0 t t
N (x)
t=0

t~  � �
�

�������� �� ��� �� ��� � ������ �´ ´ ´s o  x   ó  o    .0

1������ ��� �� � ������� ������� �������� ��� ���� ���� ��� ��� ��������o  ó     2.,  ,   o ó   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ � � �������� �� ����� ����� ���� ������ ��� ��� ����� ���� ������ ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  os.  To ó    o o   ó  
ó o    o  os  ó  o  “ "  o o o´ ´ ´ ´ ´ ´� � � ������� � � �������� ������� ��� � ������� ������ �� � ����� ��
��������� �� �� ��� � � � � � � � � � ��������� �´ ´ ós o ó o  o  ´ o   .

3.3.  To `o  ´s B´ s o ´s (Optimal Stopping Problem).1� ����� �� ������� -��� ��

(min)  w  b c(x ,a )   ó s o s´ ´~ �B
t=0

t
t t ��� �� �� ����� ��

1.  D(x) { , }  x .  H ó         ó  ó o   ´ ´ ´~ D� � �� ���� � ���� ��� �������� �� ���� �� ��� �� ����������0 1 0

� � ������������ �� � ������� �� � �� ���� � ���� ��� �������� ��o   ó o  ´   ó    0 ,     ó´ ´ ´ ´1 ~
������� ��� ��� ���������� �� ��������� ��� ������� �� ��� ��� �� �� �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o        s   ó  o
���� �´o o.

2.  c(x, )  r(x) 0 ,  c(x, ) c(x) 0 , ó o� � � �0 1~ � ~ �

r(x)  R    ,  c(x) C  .´� � B � � cB���

3.4.  H ´  o  o ´  o o ´  (Positive Programming).1����� �� � � .���� � 1� ���������� �



(min)  w  c(x ,a )   ó  o´ ´ ´~ �B
t=0

t t ��� �� �� ����� ��

 c(x, ) 0   x   D(x) . � �� D D �

 H  s o o s s  ó o s´ ´������ �� �� ������� � ���� �� �� � ��

1.   c(x, )  0 ,  x  S ,     D(x) .� �� D � D �

3.5.  H ´  o  A o ´  o o ´  (Negative Programming).1����� �� � � ������ � 1� ���������� �

(max)  w  c(x ,a )   ó  o´ ´ ´~ �B
t=0

t t ��� �� �� ����� ��

 c(x, ) 0   x   D(x) . � �� D D �

3.6.  H ´  o   K ´o  o  M´ o  Ko o s.  ´1����� �� � � ������ � � � �� � �� � E  o o   -´ ´�� ������� � � ����� ����

��
���� �� ����� �� ����� ����� � � ��� � � �� � � � � ��� ���� ��� ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o s  o o  o  ó o s, o o o o o s s s
��������� ��� ��� � ������ � ��
����  ���´ ´ ´s  x    s o s   ,  o  s s0

#

 (x, ) =  lim  w (x, )/n ,� � �n ¦B n

ó o  � �

 w (x, )  c(x , )n t t

n–1

t=0
� �~ �

1������ ��� �� ������ ��� �� ���� ������ �� ����� � � �� �� ����� �� � �´ ´ ´ ´ ´ ´  §6  o   o  s o  o    o
�� ��� ���� ������� � � ����� �  �� ��� � �������o o ó  o ´  s os ó o o.´ ´

4.  M´ o o   ´ s s ´s  E ´ s B o o´ s. �� � � /��� �� �� ��� �� ������ � ����

2� � ��� �� �������� ��� ����� �� ���� �� � �� ����� ��� �� � ��� � � � � o   o ó  ó  o  o  o s 1  3 s §2.  O  o o  o´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ����
 ��� �� �� �� ����� �� �� �� ������� � � � � � ���� �� � ��o o  ´ o     o   §3.1 - §3.5 ó o  o o ó o s´ ´ ´ ´ ´
( o)  s o s(min)  w  b c(x ,a ) ,  b 1 .´ ´ ´������� ����� �� � ��� ~ ��B

t=0
t

t t

As o     o o s´ ´ ´�� ��� ��� ��� ���� �� ������� � ����

 v(x)  (Tv)(x) (1)~

     min (T v)(x)} , (2)
D(x)

~
��

D �

ó o  o   s s (2), (3) s §1.3  o o  o s s  T  ,  T  s s´ ´ ´ ´ ´� � ���� �� �� �� ����� �� ��
 ��� � � �������  ����

 T  :  ( )  ( )  :  (T u)(x): c(x, ) bu( ) , (3)� �� s � s � �¦ ~ b

 T :     ( )  ( )  :  (Tu)(x):   min {c(x, ) bu( )} sup {(T u)(x)} , (4)
D(x) D(x)

� s � s � �
� �

¦ ~ b ~
� �

�

4.1.  M´ o os   o   o ´  o  X o  T .´ ´ ´�� � � � -��� ��� � 1� ������� � ��  � �� �   H  o os  -´��� � � � ���

� ��� � �� ������� � �� � � ��� � �� ���� ���� �� �� ��� ������o ´  o  o ´ o ´  o `  ó  s  ´ ´ ´

i) E   u   `   o     v .´ ´�� � �� ������ �� ������� ��� ���0

ii) Y o o o   o o     u    o     s s´ ´ ´ ´ ´� � ��
 ��� ��� �� � ���� � � ��������� � ��� �� ���� � �  ���(n) (n)



 u (x) Tu (x)    min {c(x, ) bu ( )} , (1)
D(x)

 _(n) (n–1) (n–1)~ ~ b
��

� �

   (x)   ó    o o   o  minimum    (3) .  ´ ´ ´� � ����� � �� ���� ��� ��� � �� ������������� � ����(n) (n)~
2��� ���� ���� ���o  o´ ´

 (x)  arg   min {c(x, ) bu ( )}  , (2)
      D(x)

 _
� � �

�
(n) (n–1)~ b

�
D E

Tó ,  o s s, . ´  1 , o  ó  ´ ´ ´ ´ ´�� ��� �� ��������� ������� ��� .� ���� ������� �� ��� ��

 u (x)  v(x) ,    x     (n ) (3)(n) ¦ D ¦B

 (x)  (x) ,  x     (n ) (4)� �(n) *¦ D ¦B

ó o        o .´ ´ ´ ´� � � ����� ��� �������� � ������*

.� ���� �� � � ��� ����� ������ � � ���´  1 (Picard Fixed Point Theorem).  E   ( , )  s s ós ´ os   T : ´ ´ ´
� � ��� ������� � � ���� �� ������� ��� ����¦  s s o     ó :´ ´ ´ ´

 (Tu ,Tu (u ,u u , u (5)� �1 2 1 2 1 2)  )    .� D � �

Tó��

(1)  ´� ���� ��

 u Tu (6)~

���� ��� � � ���� ���´ ´ ´  ó o   u  ,  *

(2)  o o   {u }  o  o  s s  u Tu T u o    u  ´ ´ ´ ´ ´� �� � ���� � � ��
����  ��� ������ ����n n n-1 0
n *~ ~   ´   �������� ��� �

,   u  . D �0 �

,�� ������ ��
����� � � ����� � � � � ������� �� ����� ��� �� ������ �������� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´    o ´  o   os  o s ´
�� � ��� ���s o s (3) , (4) . Dernado (1967).´

4.2.  M´ o os  o  o ´  o X o  o .´ ´ ´�� � � � -��� ��� � 1� ������� � ��  � � � 1 ����� �   As -´�� ��

� ��� ��� ���� � ������ � ��� ��� �� � �� ���� � � � ���� ��
�� ���o    o   ,   ó o  s   w( ,x) ,  ó o   x  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´0 0

������ ��������� �� ���������� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � �´ ´ ´ ´ ´  s s.  H  o os  o ´  o  o ´ o
� � � �����  � ���������� ��� ���� ����� ��� �� � ���� � ����� � � � � �������� o `    o  s o o s o ´   ,  o  ´ ´ ´ ´ ´n 
��� �������� � ������ �� � �� ��� �� ��� ������  o , o o ´ s  s  ´ ´ ´ ´

(1)  o o ´ os  (value determination):´ ´1� ��� ���� ��� �   o o ós  o `o   w( ,x)  �� � ���� � � �� � �� � �n D
x S ,     o  s os ´´ ´ ´� ��� �� ���� � � ��� �������� ���� �� �

 w( ,x)  c(x, (x)) bw( , (x)) ,   x S , (1)
 

� � � �n n n n~ b D �

(2)  o o ´ os ´ s o ´s (policy improvement):´1� ��� ���� �������� � ������   o o   o   ´ ´��
 ��� �� � ������
�  ���n+1,  s s´

 (x)   arg    min {c(x, ) bw( , (x))  ,   x S , (2)
      D(x)

 
� � � �

�
n+1 0 n~ b D �

�
D E

2����������� �� ��� � ��� �� �������´ ´ ´ ´ o  o s o



1� ����o  1.´   H o o   o ´  o  o  ó s (1) ,  (2)     s´ ´ ´ ´�� � ���� � � � ����� � � � ��
���� �� �� ������� ���� ��

��� ��� ����´s ó s:

(1) w( ,x)  w( ,x) ,   x S , (3)� �n+1 n� D �

(2) ��

 w( ,x)  w( ,x) ,   x S , (4)� �n+1 n~ D �

� �� � � ������ � � ������ � � ����� ��������ó   w( ,x)  w( ,x)  v(x),   x S ,   o  o s   ,     s.´ ´ ´ ´n+1 n n+1 n~ ~ D �

A o .´� �����    (1):  A   o o  o o    n 0 .  A ó s (1) , (2) o´ ´ ´ ´ ´���� �� �� ���� ��� � �� ������� ��� � �� �� ���~

 c(x, (x)) bw( , (x))   min {c(x, ) bw( , (x))
 

      D(x)
 

� � � � � �
�

1 0 1 0 0b ~ b
�

E
  w( , (x)) ,   x S , (5)� D �� �0 0

E o s  (5) o´ ´���������� ��� ��� ����� ���

  c(x, (x)) bc( (x), ( (x))) b w( , ( (x))) 
  

� � � � � � �1 1 1 1 2 0 1 1b b

 c(x, (x)) bw( , (x))  w( , (x)) ,   x S , (6)
 

� b � D �� � � � �1 0 1 0 0

��� ���� ���� ����� ��� �� �����  o   ´ ´ ´

 b c(x , (x ) b w( , (x )  w( ,x) ,   x S , (7)�k

t=0

t 1 k+1 0 1 0
t t kt k� � � �b � D �

ó o  o  o   (x )  ( (x ) .  A ó  (7) o  s o o  (1)´ ´ ´ ´ ´� � �� ��� ����� � � � � ��� ����� ��� ���� � �� �������1 1 1
t t-1t t-1~

ó���

 b w( , (x )  0 ,  (k )  ,   x S , (8)k+1 0 1
k k� � ¦ ¦B D �

��� ��� � ��o o  ó´

 b c(x , (x )  w( ,x) ,  (k )  ,   x S , (9)�k

t=0

t 1 1
t tt� �¦ ¦B D �

(2): A   o  ó  ó   w( ,x) w( ,x) ,  ó  o  s ó o s´ ´ ´���� �� ��������� ��� �� ��� � � � �� � ���������� �� � ��1 0~
���� � � �� ��� ���� �� ������� � ���� � � �� ��� ��� �� ���� � ������ ����o o o    o o s, o  o o  ó   o  .´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

4.3.  M´ o os o   o ´  o o ´ .�� � � � ,������ � 1� ���������� �   As o o  ó  o  ´ o´�� ��� ��� �� � � � �

��������� � ��� �� ���� � ����� ���������� � ��� � �� ��� ��� � ��� �������´ ´ ´ ´ ´ ´  o   o   s o  o s ó
�� ������ó .

(max) (x)u(x)�
x S�

�

� � � �. c(x, ) u( ) u(x) ,   x S ,  D(x) , (1)b � D � D �

 u(x)   o  o ó o.´�� ���� ������� �� �� ���

E   u (x) , x S     o   o os.  Tó´ ´ ´ ´�� � �������� ���� � � ������� �� ������� ��* �

  u (x)  v(x) ,  x S . (2)* ~ �



H ó  o   o os   s ó .´ ´ ´ ´�� ����� � � ������� �� �������� ����
���� ���� ��� �� ����

1� ����o  1.´   H  ´       o ´  (1).´ ´ ´ ´��������� ��� � ����� � ���������� ���� � � ���� ���� �

A o .´� �����   E   u(x) ,  x S      o ´ .    o  ó´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��������� ���� � � ���� ���� � 1����� �� ���� ��� ���

  u(x)  v(x) ,   x S . (3)� D �

1��������� � �� ���� �� � ����� ���� � � ���� ���� � ����� �� ������´ ´ ´ ´ ´  ó  ó    u(x) ,  x S     o ´  (2)  o�
�� �� ������� �����   ´ ´

  u(x)  (Tu)(x) ,   x S . (4)� D �

ó o   T   o ós s.  A  ´   o  ó    ´   ´ ´ ´ ´ ´� � ����� �� �� ������� ���� � �� �� ��������� ��� �� � ��������� ��� �
v(x)     o ´  (2) ´ ´ ´����� ���� � � ���� ���� � ���

 (T u)(x)  v(x) ,   x S . (5)n ¦ D �

5.  E o ´s..���� ��

5.1.   E  o  s M ´ s.  ´ ´�� 1� ����� 1� �� ������� As o  o s ó´ ´�� ��� ��� � ��� �� �����

(min) w   (x (t) (t)) (1)~ b�B
1

2 2�

� �. x(t 1)  x(t) (t) (2)b ~ b

 S  [0,5] ,   D(x)  [–5,0] , (3)~ ~
  x  5  S . (4)0 ~ �

1������ ��� �� ���� �� � �������� ������� � � �� ������ �� �� �������� ���o  ó  o  o  s s o  o os ´ s s,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ��� ��� � 
��� � � � ���� � � �����´ ´ ´ ´o   o os  (x , )  o  o o  o o  (0,0) .0 0

As o    o     u (x)  0 .  Tó  ´ ´ ´ ´��� ��� ��� ������ �� ������� ��� ��������� ��0 ~

 u (x)    min {x + + u (x + )}    min {x + }  x (5)
D(x) D(x)

(1) 2 2 (o) 2 2 2~ ~ ~
� �� �

� � �

���

   (x)  0 ,   x . (6)� �(1) (1)~ ~ D

 u (x)    min {x + + u (x + )}   min  {x + + (x + ) } . (7)
D(x) [-5,0]

(2) 2 2 (1) 2 2 2~ ~
� ��

� � � �
�

E  h( )  x + + (x + ) (8)�� � � �~ 2 2 2

 h´( )  2 + 2(x + ) (9)� � �~

 h´´( )  4  0 (10)� ~ �

(9), (10)   x/2  D(x) o o   h,  ´ ´¬ ~ c �� ������� � ��� ��� ���0

 u (x)  x +  +  +  x  , (11)(2) 2 2 2 2~ ² ³ ² ³x x 3
2 2 2

���

   (x)  x/2 . (12)� �(2) (2)~ ~ c



 u (x)    min x + +   x +  . (13)
D(x)

(3) 2 2 2~ ¸ ² ³ ¹
��

� �3
2

 h( )  x + +   x +  (14)� � �~ ² ³2 2 23
2

 h´( )  2 + 3(x + )               (15)� � �~

 h´´( )  2 + 3  5  0 (16)� ~ ~ �

(15), (16)  3x/5  o o    h .  A´¬ ~ c� ������� � ��� ��� ��0

 u (x)  x +  x +  x x   x   1.6x  , (17)3 2 2 2 2 2~ ² ³ ² c ³ ~ ~3  3  3  8 
 5 2 5 5

���

 (x)  x . (18)�3 ~ c  3 
5

As o o  ó  ´�� ��� ��� ��

 u (x)  (1 + c )x (19)(n) 2
n~

���                                  
 (x)  c x (20)�(n) 2

n~ c

Tó��

 u (x)    min  {x + + c (x + ) }  1 + x  (21)
[–5,0]

(n + 1) 2 2 2 2
n~ ~ ² ³

��
� � c

 1 + c
n

n 

���

 (x)   x . (22)�(n + 1) ~ c c
 1 + c

n

n 

E o  o ó  o ,    (45)   o  o  ó   o o´ ´ ´ ´ ´� ��� � �� � �� ������ ���� ���� ��� ��� ������ � ������� ��� �� � �� � ����
� � ��
���� ������������  ���  {c }  o   s s´ ´ ´n

 c   0 ,  c   1 ,  c   1 +  . (23)1 2 n + 1~ ~ ~ c
 1 + c

n

n 

1������ ��� � �� � ��o  o ó  ó  ´

 i)   {c } n (n)§

 ii)  1  c� n  z�

A      c   lim c�� E ~ n ¦B n .

T ´  o   (47)  o  ó  :´ �� �� ��� ����� ��� ��

 c  1 +    c c 1  0   c    ~ ¯ c c ~ ¯ ~ ¯c
 1 + c 2

 1  1 + 4 2 � fj

�� ������ ��� �� �����  ó  s  {c }   ´ ´n

 c    ,    c    .(1) (2)~ ~ 1 5  1 + 5 
   2  2
cj j

���

T ´ ,   c   o  o o  ó   c   1 ,    c   0 .  A  c  c  . E o´ ´ �� � �� �������� ��� ��� � �� ��� �� � ���(1) (1) (2)
n � � ~

�� ������ � �� � ��o  o ó  ó  ´

 u (x)  c x   x   1.618x   v(x) , (24)(n) 2 2 2
n~ ¦ ~ ~ 1 + 5 

2
j



���

 (x)   x   x   x  (x) . (25)� �(n) *~ c ¦ ~ c ~c
1 + c 1 + c

c  1 + 5 
3 + 5

n

n

c jj
1����������´ s.  i)  M    o  ó    s.  E o  ´ ´ ´ ´ ´�� �������� ��� � ������� �� ����� ����� � ��� � �� ���

������� � � � ��� ��� �� ����� ��� �� ��� ������ ��������� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ o o o o o   o o  o     x  [0,5]  �
��������� 1����� �� � ����� ��� ���� �� ���� ��������� ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´  {0} .    o  o o  “ o "    0 ,  o s  x   2

� � � �� � ���� �� ������ ������ � ���
 �� ����� ��� � � � � �� �o  ó o s,   “    o o ", o s    o  ó o s.´ ´ ´ ´ ´ 2

ii)  As o o  ó   x =5 .  Tó    o    s o´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� �� � �������� ����� �� ���� ��� ��� � ���0

 x   5 ,    3.09 ,  x   1.90 ,    1.18 ,1 1 2 2~ ~ c ~ ~ c� �

 x   0.72 ,    0.44  . . .3 3~ ~ c� � � �

6  To K ´ o o  M´ o  Ko o s.´������ � � �� � �� �

6.1  E ´  o ´ .  ���� ���� �� ��������� 2� � ��� ��� �������� �����
 ��� � �� ����� o   o o  o ó´ ´ ´
������ �������� � ������ ��� � ������� � � �� ���������� ����� ����� � � ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s s o s ó  o o o  s   o o  o
� �� � � � � ��� ���� ��� ������ ��������� ��� ��� � ������ �ó o s, o o o o o s s s s  x x   s o s   ´ ´ ´ ´ ´0 ~

o  s s´��
����  ���
#

 (x, ) =  lim  w (x, )/n , (1)� � �n ¦B n

ó o� �

 w (x, )  c(x , )n t t
n–1
0� �~ �

��� � �� ��� � � �������� � ��� ��
���� �� ��� � ������ �  o  o  os  (x , ) ,  t  0,1,2, , N 1  o  o  o     ´ ´ ´ ´t t ~ Ã c
(     (h ) , h   x , , x , , x  ,  x   ) .´

_
������ � � � �t t t–1 0 t–1 t–1 t t+1 t~ ~ Ã ~

E    o o  ( ó  o  o  ós o os)    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ������� ��� �� � � � ������ � ��� ��� � �� �� ������ ��� ��� ������ � �
o o    (1) ,  ó  o o  o o ó os  o ´ o ó o s o o s  ´ ´ ´ ´�� � ���� � �� ��
 ��� � ��� � �� ��� � �� ��� �� �� �� � ����
{w (x, )/n} .n �

M  o       s os o o o  o  ó o s ´ ´ ´ ´ ´�� � ������ � ����� ��������  �� � ������� � � ��� � � �� � ��0

 (x, )  min { (x, )}   x S . (3)� � � �
�0 ~ D �

.� ���� ��� ������� �� �������� � ������ ��� ����� �� ����� ����� �� ���� �� o   ó  s o s, (ó  o )  ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ��� ��� ������������ ���� �� ���� �� �� �� ������� ��� �� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´o s   , o   ó      o
�� ������ ��� � ������� �� � �� ���� � ��� ���� ��� � �� , �� ��o os ó  o o ó o s  o o ó ó ó os  ´ ´ ´
����� �� ��� � �������� ��� ���������� �� ������ ��� �� �� ��� ������ ��o o   ó s   ,  o  ´   ´ ´ ´ ´ ´
���������� � � � � ��������� � ��� �� ���� � ��� �� ���� ��� ��� ���� ��´ ´ ´ ´ ´ ´    o    o   
������� � ���� ���� ��� �� � ������� � � ���� ��� � � �� � �� ��� � � ��� �o o s ´ s ó o o o  o  ó o s  ó o  o´ ´ ´ ´
� �� � ����� ��� � �� ��� ���� ��� ����� ��� � ������ ��ó o s o s o ó o, ó  o ós o s     o  1 .´ ´ ´

2��� ���������� ���� �� �� ������� �� �� �� ������� �� ���������    s o   o  o .´ ´ ´ ´ ´

/����´  1.  E   { }   o o  ´  ´ ,  s o o   ´ ´�� � ��� �� � ���� ��������� � ����� � ��� � ��� ��� ���n

���������´

 f(s)  s (4)~ �
0

n
n

B

�



A�

 lim       , (5)n  
¦B

1
 n 
�
k=0

n–1

k� �~ � B

� ��ó

  lim (1 s)f(s)   . (6)
s 1¦

c ~ �

/����´  2.  E   P  (P(y/x))  s  nxn  s  o   P(y/x)  [0,1]       b ´ ´ ´ ´�� ��� ������ �� �� ����� ��� ��� ~ �

�  [0,1] .  Tó��

i)  (I bP)     b  1 .E c �–1 ���

ii)  (I bP)    +   +  o(1)    (b 1) , (7)c ~ ¦–1 S
 1–b -

ó o   o(1) 0  ó   b 1 ,  S,     nxn  s,  ó s o   s o   S   o´ ´ ´ ´� � ��� - ����� ������ ��� �� � ������ � � ����� �¦ ¦
����´ s.

iii) O  s  S,   o o o  s  s:´ ´ ´ ´� ������ - ���� � � �� �� ������� ������

 S  PS  SP  S (8)~ ~ ~ 2

   (I P + S) S (9)- ~ c c–1

 S   0 (10)- ~

A o .  ´� ����� i)    ó  o   (i)  s  ( ) .  H   s ó s  ó´ ´ ´ ´,�� ����� �� ����� � � �� �������� ���� �� �� ����� ����� ��

������ � ������� �����´ ´ ´   

 (I bP)   b P (11)c ~–1 k k

k=0

�B

��� ����  ,´

 (I bP)     . (12)
1 1

1 1
c �

Ä
Å

Ä

–1 1
 1 b c

v y
w z

E ,   – s o   b ,  P(b)  (I bP)      ó  s  (12)  ´ ´ ´ ´ ´��� � ��������� ������ � � ����� ���� ��� � � �� �����~ c –1

����� �� ���� � � � ��� �� ������
���� ����� ����� � � ��� ���� � �ó   ó o s ( .   o o s), ó o  s o   b : b   ´ ´ ´ ´ ( ( ~
1   ó o  o  ó o   o .  E  o    (i) ,    (ii)   :´ ´ ´ ´��� � � � � � � ����� ��� � ��� �� ���������� �� ��� ��� �������

 S  lim  (1 b) R(b) (13)
b 1

~ c
§

   lim  R(b)  (14)
b 1

- ~ ² c ³
§

S
 1 b c

,�� �� �� ���� ��� � ������� ��� �� ������ �  o o  o  (iii)  o  ó   ´ ´ ´

 bP(1 b) R(b)  (1 b) R(b) +  (b 1)I (15)c ~ c c

1���� ��� �� ��� ��� � � ������� � ��� � � ���� � ��� � �� ���´ ´ ´ ´o s  ó   (  b 1)  o  o   o  o  o s s  (15)  §
������ � � ��� ��� ����� ��� ��o o ´ s   (13)  o  ó´



 PS  S . (16)~

A ó   (16)  o  ó´� ��� ����� ��� ��

 P S  S (17)k ~

O   (17)    (13)  o o    R(b)S  S    o   (1 b) R(b)S  S  ´ ´ ´� ��� ��� �� ���� ���� �� ��� ���~ c ~1
 1  b c

����� ��� � �� ��� ����� ��� �� ��� �� ��� �� ������ ���´ ´ ´ ´o s o ó o   b 1  o  ó :  S   S.  E  o  o    (8) .§ ~2

,�� ��� ������� ��� �� ��� �� ���� ��   (9)  o  ó   (P S)   P 2PS + S   P S     ´ ´c ~ c ~ c2 2 2 2 2

�� ���������� ��o  ó´

 (P S)   P S (18)c ~ cn n

T ́��

  lim  R(b)  
b 1

- ~ ² c ³ ~
§

S
 1–b

  lim  b P   
b 1
~ ² c ³ ~

§
�

0
k kB S

 1–b 

  lim  b P  b S  
b 1
~ ² c ³ ~

§
� �

0 0
k k kB B

  lim  ( b (P S)      lim  b (P S) S 
b 1 b 1

(18)
~ c ³ ~ ² c ³ c

§ §
� �

k=0 0
k k k kB B

  (I P + S) S .~ c c–1

,�� ��� �� ���  (10) o´

 S    lim  b SP      lim  b S    0 .
b 1 b 1

(9)
- ~ ² c ³ ~ ² c ³ ~

§ §
� �

0 0
k k kB BS S

 1–b  1–b 

1 �����o .´      o     o´ ´ ´ ´,�� ���� ���� � ������ � �� ���

 w( )   + ( ) + o(1) , (19)� � �~ � �( )
 1–b 

ó o           o o o  s s´ ´ ´� � �� ���������� � ��� � ���� � � �� �� ������

 ( )  P( ) ( ) (20)� � � � �~

 ( ) + ( )  c( ) + P( ) ( ) (21)� � � � � � � �~

 S( ) ( )  0 , (22)� � � ~

ó o   S( )  lim   P ( ) .� � � �~
k ¦B

�k–1
t=0

t

A o . ´� ����� To o     o   o  o     2   o o   s  o ó s´ ´ ´ ´ ´�� ������� ������ ��� �� �� � ����� �� ��� ��� �� � � ����

  ( )  S( )c( )    ( )  ( )c( ) .� � � � ��� � � - � �~ ~

1����������´ s. 1.    O s  P( )  o   ´      o´ ´ ´ ´ ´������ � ��
���� ����  ��� �� ���������� ��� �������� � �

�������� ��� �� ��� ���� � ������ � 2�����������´ ´ ´ ´ ´os  o   o   .  

 P( )  (P(y/x, ))  x,y  S ,� �~ �



  ó o   � �

 P(y/x, )  1    (x)  y ,
_

� �� �~ ~

  ���

 P(y/x, )  0    (x)  y .
_

� �� �~ £

2.  O s o  s o    S  (   S( ))    o  s ( ;)   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ������ � � ������ � � ������� ����� � ���� ����� ��� ��
�� ����� � � � ��
 ���� ����� ����� ���� � � �������� ��� �� ��� ��������o  o  o o o  o s ó s o  os  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ��
���� �� � � ������ �o  o  o o    P( ).´ ´

3.  A  o   o  s s  (20) , (21) , (22)  o  s´ ´ ´ ´ ´� ���� ��� ���� �� ����� �� ������ ����� ��� ��

 (x, )  ( (x), ) (20.a)
_

� � � � �~
 (x, ) + (x, )  c(x, (x)) + ( (x), ) (21.a) _

� � � � � � � �~
  S(x, ) (x, )  0 , (22.a)�

x x� � � � ~

ó o   s(x, )   o  x  o o s (o o o ) s o    S( ).´ ´ ´ ´ ´� � � ����� � �� ���� ��� � ������ �� ������ � � ������ �

6.2  E s B o o´ s  o o  o  M´ o  Ko o s.  ´ ´ ´��� ��� ������ � ���� ��� � 1� ����� � � �� � �� � As o o´�� ��� ���

ó  o   ó    o o o  o  o  ó o s ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �����
 ��� ��� �� ����� ���� �� �� � ������� � � ���� ��� � ���� � �� � �� ���
� �� ��� ��� �� ������� ��� � ������ � � � ����� �������� ��� ���� ���� � �s o o  ó    o     o       o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´0

���� ��� � ����� ��� �� ��� �� � ������ � ������� ��� � � � �o  o   b (b ,1).  M  o  o      ó  o  ´ o´ ´ ´ ´ ´� 0
0

��������� � ��� �� ���� � ����� ���������� � �� 1��������� ������� �´ ´ ´ ´ ´ ´  o   o  ( .   1  ).  O
���� ��� ������� � ���� ��� ��� � �����´ s o o s      ´ ´0

 w(x, ,b)  v(x,b)  min {c(x, ) + bv( ,b)} (23)
D(x)

 _
� � �

�
0 ~ ~

�

E    ( ) ,    ( ) .  X o o ´ s o  (2)  o  ó´ ´ ´�� � � � � � � ����� � � ��� � ����� ������� ����� ��� ��~ ~0 0

1)  +  (x, )  min c(x, ) +  b  + ( , )  +  o(1) (24)
D(x)

 _� � � � �(x, ) ( , )
1 b 1 b

_0 0

c c
� � � � � �

�
0 0~ ¸ ² ³ ¹

�

��� �� ��� �� � ��� ���� � � � ��� �� ����� ��� �� ó  (24) ´ s  s o   b  o  o  1  o   ó´ ´ ´

 (x, )    min  ( , ) (25)
D(x)

_
� � � � �

�
0 0~

�

E s, ó  s  (23)  o  ´ ´���� � � �� �� ���

 (x, )  lim  w(x, ,b)      
b 1

(23)
� � �0 0~ ² c ³ �

§

� �(x, )
1 b

0

c

     lim  c(x, ) + b(w( , ,b)    (x, )  
b 1

 _
� ² c c ³

§
� � � � �0 0 b (x, )

1 b
� �0

c

   lim c(x, ) + b(w( , ,b) ) + ( ( , ) (x, ) (x, )  
b 1

 _ _
~ ² c c ³ c ³

§
� � � � � � � � � �0 0 0 0� � �( , )

_

1 b 1 b
b0

c c

   c(x, ) + ( , ) + ( ( , ) (x, ) (x, ) . _ _
~ c ³ c� � � � � � � � � � �0 0 0 0b

1 bc

-����� ����� ���´ ´ o

 (x, )  c(x, ) + ( , ) ,   x ,  D(x) . (26) _
� � � � � � �0 0� D D �



-����� ���� ��� ��� ��� � �� � ������ ��� �� ���� ��� � � �� ��� ��´ ´ ´ ´ o  ( o o  ó    (26)    ó      (x)) , ó   ~ 0

����� ��� � ������ �������� ��� ���� � � � ��� �� �� ���� �� � ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o    s o   b  o  o  1 ,    o  o  s�����́  
������ ��� ��� �´ s    0

 (x, )    min   ( , ) ,   x S , (27)
D(x)

_
� � � � �

�
0

0~ �
�

���

 (x, )  (x, )    min  {c(x, ) + ( , )} ,   x S . (28)
D(x)

 _
� � � � � � � �

�
0 0 0£ ~ �

�

.� � ��� ������� �� ��� �� ��������� ������� � ����� �������� ��� o   ó   o s s o  (27) , (28)   s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� ��� ������ ��� � � ��� ���� �� �������� � ������ ��� � �� ����� ��´ ´ ´ ´s     o  o ó s s o s  o ó  
������� � ��� � ��´ ´o o o ó os.

1���������´ .  To  w(x, ,b)     o   b     o   ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� ���� ��������� � � ��� ���� ���� � ������ �
�� ��� ������ �� ������ ��� ���� �� ������� � �������� � ��� ��� �� ����o       ós o  os. E o s  o s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ������ � � � ���� �� � � ����� ����� ���� ��������� � � ���o s   ,  ,   o   (w(x, ,b) w(x, ,b))   s   o   b ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´1 2 1 2c
���� �� ��� �� ������� �� ��� � � �� ��� ���������� ����� � � � �� ��������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o    ó o o o   o ó o ´  o   
b [0,1) .  A ó,  ó  o o ós ó  o  ´ o    S   o   ´ ´� �� �� �������� �� � ��� � �� � � � � ��������� � ��� �� ���� �
D(x) , x S ,   o , s o  o  ó   o o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� ���������� � �� ����� �� ���������� �� ������� � � �� ���
���������� ����� � ����� �´ os ós o ´ .

,�� ��� ����� ��� � � ������� � �� ��� ��� � ���  ó    s o  o s:´ ´ ´

E o o .  ´ ´���� ��� 1� ����� E o   S  {1,2,3  ,  D(1)  {(1,2),(1,3)} ,  D(2)  {(2,1)} ,  D(3) � ��� ~ ¹ ~ ~

~  {(3,1),(3,3)} . 

  1  2

   3 3

  E ó   1�� ��

To ó os s  ó s  o o  ó  o o o os s s´ ´ ´ ´ ´� �� �� ���� �� ���� ������� �� � � ����� ����� �� ������ �� ��� �� ��
��� ��ó s  1 .

E   x     .  E  o o  o  ó  o ó ó´ ´ ´ ´ ´�� � ������ ��������� ���� ��� � �� � ��� �� �� ����� ��� �� �����0

����� �� � ��� ���� � ������´ ´ ´ ´o  o  s s o s

  :  {(1,2),(2,1),(3,3)} ,  :  {(1,2),(2,1),(3,2)} , � �1 2~ ~
  :  {(1,3),(2,1),(3,3)} ,  :  {(1,3),(2,1),(3,2)} .� �3 4~ ~

E   ( )   ( ( , x))  ( ( ,1), ( ,2), ( ,3)) .  A o    o  o  o  o´ ´ ´�� � � � � � � � � � � ��� �� �� ��� � ������ � � ������ ��� �~ ~
���� � � ������� � ��� � � �� � ����� ��� � �� ���� �� ��� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s o  o   o  ó o s  o o  o .   E   o

 ( )  (4,4,3) ,  ( )  (4,4,4) ,  ( )  (3,3,3) ,  ( )  (2,2,2) .� � � � � � � �1 2 3 4~ ~ ~ ~

1��������� ��� ����������´ ´  

 ( ,1)   lim (5 + 3 + 5 + 3 + . . .) � �1 ~ ~n  
¦B

1
 n 

    lim  + o(n)   4 ,  ~ ² ² ³ ³ ~n ¦B
1 8n

 n  2 

 ( ,3)  lim  (3 + 3 +  . . .)  3 .� �1 ~ ~n ¦B
1

 n 



1������ ��� � �� � �� � �������� � ������ ����� � � ��� � � � �o   o ó   ó       o            ( , x)  ( , x)    x , ´ ´ ´ ´ 4 4 k� D
k 1,2,3 .~

As o  s o s s o  o  ó o s´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ���� �� ���� � � ���� ��� � � �� �

 w( , x,b)  b c(x , (x )) .  
_

� �~ �
0

t
t t

B

E  o o  o o o  s s  w( ) ,  . . ó  o    o    ,  o´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� �� � ��� ��� �� ���� � � � ��� �� ��� ��� � ������ � �1

������ ��� ���� � ����� ���� ��� � � ������ ���� � � ������� ��������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o s s  w( )  o    o   o   os1

 w( ,1,b)  5 + bw( 2,b) (29. )� � �1 1~ ,

 w( ,2,b)  3 + bw( ,1,b) (29. )� � �1 1~

 w( ,3,b)  3 + bw( 3,b) (29. )� � �1 1~ ,

To   o    o  s´ ´ ´ ´ ´������� ������� �� ��� �� ������ ���� ��  

 w( )  c( ) + bP( )w( ) (30)� � � �1 1 1 1~

H  o  (30)  o o     b 1 ´ ´ ´ ´���� � � ����� ��� � �� ������ ��� �

 w( )  (I bP( ))  c( 1)  , , � � �1 1
–1~ c ~ ² ³5+3b 3+5b 3

1 b 1 b 1 bc c c

1������ ��� � �� � �� ���� �� �� � ����� �� ��� ��o  o ó , ó    o   2 ,  o  ó  ´ ´ ´ ´

 w(1, ,b)   +   +       +   +  o(1)�1 ~ ² c ³ ~4 1 1 1 4 1
1 b  2  1 + b  2  1 b  2 c c

 w(2, ,b)     +  o(1)�1 ~ c4 1
 1 b  2 c

 w(3, ,b)   +  0 +  o(1) .�1 ~ 3
 1 b c

-����� � � � � � � � � �´  (1) 1/2 ,  (2) 1/2 ,  (3) 0 ,  (1, ) (2, ) 4 ,  &  (3, ) 3 .~ ~ c ~ ~ ~ ~1 1 1

,�� �� � ��� �� � � ����� �������� ���� �� �� � ������� � � ��� � � �� � �  o           o o o  o  ó o s, s´ ´ ´ ´ ´ ´1

������ ��� ��´ o  s  (27) , (28) .

H  (25)  s  s  ó s´ ´�� ����� �� ������� ���� ����

 (x)  ( )   D(x) 
_

� � � �� D �

-�� � �.  (1)  (2) (31)�

 (1)  (3) (32)� ��

 (2)  (1) (33)� ��

 (3)  (2) . (34)� ��

���� ��� �� � �������
���� ��� � � ��� ����� �������� ��� ���� � � � ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o  ó    (32)  ,          s o   b  o  o  1

1 .

As o  o ó    o  o    1 o   ó   (1,3) ,  ´ ´ ´ ´������ ��� � �� � ��� � ������ � � ���� ��������� ��
�� ��� �� ���� ���
���� �� ���� �� ����� ��������� � ���� �� ��� � -����� ��� ������ ���� � ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ s s o s        .   o o   o   1

� , �� ��� � �� ���3 3 .       o´

 w(1, ,b)    2�3 ~ c3
 1 b c



 w(2, ,b)    2 +  2(1 b)�3 ~ c c3
 1 b c

 w(3, ,b)   +  0 +  0 .�3 ~ 3
 1 b c

-����� �� ��� � � � ���´ ´ o  :  (1)  (2)  2 ,  (3)  0  ~ ~ c ~

 (1, )  (3, )  3 .� � � �3 3~ ~

1������ ��� � �� � �� � ������ ���� �� � ������ ��� � �� ������o  o ó  ó  o  s  (27)  o . A  o  ó s s s  (28) ,  ´ ´ ´ ´ ´
�� ���´ o

 (1, ) + (1, )  c(1,2) + (2, ) (35)
;

� � � � � �3 3 3�

 (3, ) + (3, )  c(3,2) + (2, ) , (36)
;

� � � � � �3 3 3�

��� ������� ��� �� � ������ �� � ��� ������ o  ó    (35)     (3 + ( 2) 5 + ( 2)) ,   ´    (36)      (3 +´ ´ ´c � c
0 2 + ( 2)) .� c

A          s o   b  o  o  1 .´ ´ ´ ´�� � � ��� ����� �������� ��� ���� � � � ��� ��3

As o  o ó   o  o     3  o   ó   (3,2)  (´ ´ ´ ´������ ��� � �� � ��� � ������ � � ���� ��������� ��
�� ��� �� ���� �
o o  ó     (36)) .  o  o ó   o    ,    o o´ ´ ´ ´ ´� �� �� ���� �������
� ��� 1���� �� � �� � ��� � ������ � ��� ��� � ��4

����� ��� � �� � ��� �� � ������ ��� ��� ���� ��� ���� �� � ��� � �� �´ ´ ´ ´ ´ o o  o  ó  o  o s s  (27) , (28)  ´ s o . E o  o ó
ó   o        s o   b  o  o  1 .´ ´ ´ ´ ´�� � � ������ � ����� �������� ��� ���� � � � ��� ��4

1����������´ s  1.   O  s  (27) , (28)   s o    o   ´ ´ ´ ´ ´� ������ ������� �� ������� ���� �������� � ������
� �� �� � ���� � �� ���������� � � ���� ��� � �� ������� � �� � � � �4   ó o o o s s  o ´  o  o ´ o ´ ´ ´
� ����� � ��� �� �� ������� � � �� ��� ��� ��������o ´    o  o  o   . ´ ´ ´ ´

1��������� �� � ��� ������� �� ������� ��� ��� � ���� ��� � �� ������� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´,  o  , ó    o os o ´  o  o
� � � � � ����� � ��� ��� ������ �� �������� � � ������� � � ������ � ����� �´ o  o ´     s s (  ) o s ( o ´ )´ ´ ´ ´
��� � ������� � � ��� � � �� � �� � �� ������ ������ �� ����� ��������� � o o o  o  ó o s, s o o s   , o , ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���������� � � �� � ������� �� ������� ����� ��� �� �����´ ´ ´ o  o o  o  ó ó .

2.  E s o  ó os   o o  o ó   ´  (27),  (28)   o´ ´ ´�� ������ � �� � ��� �� ����� �� ��� � � ��� � � ���� �� � �����
��� �� � ��� ���� � ������ ��� ��� � �� � �� �� �� � ���� �´ ´ ´ ´ ´s.  E       o    o o  o ó o s o o s  w (x, )  n ~
lim w (x, )/n  . n ´ ´
¦B n � ������� -�����

 (x, ) = lim w (x, )/n (37)n� � �
¦B n

A o   (37)  ó  :´ ´� ��� ���� �� ������ ��

 w (x, )  (x, ) n  g(x,n, ) , (38)n � � � �~ b

ó o   g(x,n)     o(n)   (   n ) ,    g(x,n)/n 0  (n ) .  A ó´ ´ ´� � ����� ��� ��������� ��� ������ �¦B ¦ ¦B
� � ���� � � � ��� ��� �� � �� �� � ����� � ��� � � ���������� ��
 ���o  o ó o   w (x, )  (   ó o  s o s     o  o o o   ´ ´ ´n

{0, ,n}  ó        x) ,  o  ó  ´ ´ ´ ´Ã ��� � ������ ��������� ����� � �� ��� ��

 w (x, )  c( (x)) w ( (x), ) (39)
_ _

n+1 n� � � �~ b

A ó s  (38) , (39)  o  ó  ´� �� ����� ��� ��

 (n 1) (x, ) o(n)  c( (x)) n ( (x),x) o(n) (40)
_ _

b b ~ b b� � � � �

��� � ��������� ����������� ��     o´ ´
 
#



 (x, )  ( (x), ) (41)
_

� � � � �~

E   ó o  s o  o    (38)   o  s s´ ´ ´ ´ ´ ´�� ���� ����� � ���������� � � ������
 ���� ���� �� ���� ��  ���

 g(x,n, )  (x, ) (n, ) , (42)� � � � �~ b

ó o   (n, )     o(1)    (   n )  ,  .  (n)   (n ) ,  ó    (37)  ´ ´� � � � ����� ��� ��������� ��� ��� � � �� �¦B ¦B ¦B
�� �� � ��� �� ������  ��� o o    s s´ ´ ´

 (n 1) (x, ) (x, ) o(1)  c( (x))  n ( (x), )  ( (x), )  o(1) (43)
_ _ _

b b ~ b b b� � � � � � � � � � �

O  ´ s  (41) , (43)  s o o   ´� ���� ��� �� ��� �� ����

 (x, )  (x, )  c( (x))  ( (x), ) (44)
_ _

� � � � � � � �b ~ b

,�� ��� ��� ���� � ������ � ���� ��� ����� ���� �� � � ���� �� �  o  o , o  ´ s  (41) , (44)   o s  ´  (27), (28) .´ ´ ´ ´

E   (x)  inf (x, ) ,  v(x)  inf w (x, ) .  A   ó  o o  ó  ´ ´�� � � � � � ���� ����� �� �� ��� ��� ��
� �

~ ~ n

 v (x)  n (x)  g (x, n) , (45)n ~ b Z�

ó o   g (x,n)    o(n)  (n ) ,  ó  o   ´ ´ ´� � ����� � �� ����� ��� ��� �����Z ¦ B

 (x)        inf ( (x))     inf ( ) . (46)
(x) D(x) D(x)

_ _
� � � � �

� �
~ ~

� �

A  o , o  ó  o  s  g (x,n)  o  o  o  s  g(x,n, ) ,  ó´ ´ ´ ´ ´ ´� ������ � ���� ��� �� � ���������� �� �� � ��� ���� �� �� � � ��Z
o o  ´��� ������ ����

 (x) (x)   inf {c( ) ( )} (47)
a D(x)

_ _
� � � � �b ~ b

�

H   (42)    , o o  ó   ó o  s  g(x,n, ),  ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� ��� ������ ����� ��� ��� � �� ����� ����� � ���������� �
(g (x,n))   o  ó o s o o s s os  n  ( . . s o s  (–1)   ) .  I´ ´ ´ ´ ´Z �� ������ �� � � ���� ��� �  �� � � �� � ��� � ������ �����n

���� ������ �� � � � �������� ������ � � �������� ��� ������
�� ���� ��� ����  o     o  os   o ó  , ´ ´ ´ ´ ´
������ ��� ������� ��������� ��� ��� � �� �� ������� ��� ������� ����  ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´      x  ,    o o       d ,   ´o

��� �� ��� � ������ � ��� ��� ���´ ´ o  o    :  x x     t kd ,  k 0,1,2,      x x     t kd ,  t o t o~ ~ ~ Ã £ £
k 0,1,  .  H o ó   ó o o      s´ ´ ´ ´~ Ã ���� ��� ���� ����� ���� ��� � � ������ ����� ���� ������ �� ��
�� ��� ������� �������� ��� ����� ����� �� ������
���� ��� ���� ������ �� ��o o s s,   ó      s´ ´ ´ ´ ´
����� �� ������ �������� � �� � ��� ������� o s s, ó s  o  .´ ´ ´ ´
O    o ó    o  os, ó   o   (38) , (42)  s´ ´ ´��� ��� ������� ���� ��� ���� ��� �������� � � �������� � �� � ��
o o    ´ ´��� �� ���� �����

 w (x, )  (x, )n (x, ) o(1) , (48)n � � � � �~ b b

� � �� ����������� ��� ��� �������� ��� � � � � � ���� � � ����� � o o    s   o  (x, ) :  H o ó   (x, )   ´ ´ ´ ´ ´
��������´  s s s o o ó ó os, ó  o o o s  os´ ´ ´ ´ ´�� ������ ��������� �� ��� � �� ��� ��
 ��� ����� �����

(  ó  o o   o(1)   s o  o  0) .  E   o o s´ ´ ´ ´ ´ ´������ ��� � � ���� ������� ���� � ��� �� ��� ��� �� ���� ������
#

������ ���������� � ���� �� � � � � �� ����� ��� � �´ ´ ´ ´s s  x , x   ,   o   (x , ) (x , )  s    o o o oZ c Z ������� ����´  ´
��������� � � � � � � � � ��� � � ��� ������ �� ���� ����������� ��´ ´ ´ ´ ´, . . o o ó o   o os o ós s   os 
“ ´ ",  ´   o          x   ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� ����  ��� �� � � ��������� �� �������� ��� ������ ��������� ��� ����o

Z

�� ��� ���� �� � �� ������ ��� ��� ����� �� ��� �������� ������ � � ��� ���s  x  ,    o ó “  "    o ó  o o ´ s ´ ´ ´ ´ ´ ´o

� ������ �o   .´

3.  o  o ó  ó  , ó      o  ó s s   ´ ´ ´ ´ ´1������ ��� � �� � �� �� ������� �� ��� ������ �� ����� � �� ���� ���� � �
� � � � ����� ��������� ��� � � ��� ���� ��� �������� � ������ ���� � ���� ��(x, )  o   s  o  o ó s s o s,  o  o s ´ ´ ´ ´ ´ ´
:  (x, ) (x , ) .  ,  o o  o  ó      (47)    ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � � 1������� ����� ��� � �� � ��� �� �� � ���� �� ������ ��� ���c Z



������������ ��������� � � � �� �� ������ ��� ��� ��������� � � � �´ ´ ´ ´   (x, ) ,  ó        (x, ) (x, ) d ,  Z ~ b
��� ���� ������� ����     d .´ ´ ´
A o o ´ s o  o o o ó, o  ó   ó  o o   ´ ´ ´ ´� � �� ��� � � ������� � ��� ���� ���� ��� �� ����� �������� �� ��� ���
� � ��� �� ���������� ��� ��� �� � � ��� ������
 ��� ��(x, ) 0   ó s s o , ó o   o  s ´ ´ ´~ ���� ��o ´s :  
� � � � ��� �����
 ��� � ���� � � � � ������ � ����� ��������(x, ) (x , )    x,x  S ,   ó  o  o  ó o  o      .´ ´ ´ ´ ´c �Z Z

6.3   E ´  o  E o ´  o ´ os.  ���������� � � ���� ��� � 1� ������ 2�� �� �� ���� � � ����� ��� � ´   o  o´ ´
�� ������ ������� � ������ �� ����������� � � � � ��� � � ��� ��o os o o     o o   w(x, ,b)   ´ ´ ´ ´
�� � ��� ��� �� ���� � � � � � � 2� � �� � ����� ��� ��� �� ���� ��� �� �o o o  s s   (x, ) , (x, ) .   o o o  o   o  ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ���� � � � � ����� ����� �� �� � ���� �� ��� ������� �� �� ���� ���o ó s  (x, ) , (x, )   ó  o o o  '  ó s ´ s  (20) , ´ ´ ´
(21)    (22) ,  o o.´ ´��� ������ ��� �����

1��������� � �� ��� ��� ��� � ������ � � � �� ����������� ���´ ´ ´ ´ ´, s o   o      o o   1

!!FOOTNOTE 1:  o  o  o o  o   (x)    (x, ) ,  ó  ´ ´ ´ ´,�� ��� ������� � � ���� ���� � ���� ��� � ���� � � ��� ���
������� � � ������� ��� ��� �´ ´ ó os s     .
�������� �� ��� ��´ s ó s  2 .

  5
 1  2 

  3     E o   P(n)   .
0 1 0
1 0 0
0 0 1

� ��� ~
v y
w z

  3               3
 
               E ó   2�� ��

O s  S( )  o   o o  o s s  (8) ,   o  ó  :´ ´ ´ ´ ´������ � �� ��� �� �� � ������ �� �� ������ ��� ����� ��� ��

 S( )    .
1/2 1/2 0
1/2 1/2 0
0 0 1

� ~
v y
w z

O  s  (20)  ( ( ) P( ) )  s o o  s ´ s  :´ ´� ������ � � � � �� ��� �� ��� ���� ���~ 1

 (1)  (2) (1.1)� �~
 (2)  (1) (1.2)� �~
 (3)  (3) (1.3)� �~

O  s  (21)  ( ( ) ( )  c( ) P( ) ( ))   s o o  s :´ ´� ������ � � � � � � � � �� ��� �� ���b ~ b

 (1)    (1)    5  (2) (2.1)� � �b ~ b
 (2)    (2)    3   (1) (2.2)� � �b ~ b
 (3)    (3)    3   (3) (2.3)� � �b ~ b

T os o  s  (22)  (S( ) ( ) 0)  s o o  s :´ ´ ´�� � ������ � � � �� ��� �� ���~

 (1)  (2)  0 (3.1) 1  1 
2 2� �b ~

 (1)  (2)  0 (3.2) 1  1 
2 2� �b ~

�



 (3)  0 . (3.3)� ~

1������ ��� � �� � �� ��� � � �� � ���� � � �������� � � � � � �o  o ó  ó   o  o o ó   6  ´   (1) , (2) , (3), (1) , (2) ´
, (3)  o   9  ´ s,   s ' s o o . To o ó´ ´ ´ ´ ´� �� ��� ���� ��� ��� ������� ������ �� ���� ��� ��
 �� �� ��������
ó s  ó  o  o  o  ´ ,     ó s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� �� �� ��� �� ���������� �� ��������� ���� �� � ��� ��� ���� ��� �� ��
�� ���������� ���� ��������� � ���´ ´ ´ ´o s o s   {1,2}   {3} .

2����������� �� ��� �� ��� �� ��������� � � ���� ��� � � ������� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´, o   s o  (ó o  o  o  o ó
���� �� � � � ����� ���������� ��� � � �� � ���� � � ��� �� �´  o   s  o  o o ó  ´ ) :´ ´

To    o   {1,2} ,  ( ) ´ ´������� ��� ��� ���� 21

 (1)  (2) ,� �~

 (1) (1)  5 (2) ,� � �b ~ b

 (2) (2)  3 (1) ,� � �b ~ b

  (1) (2)  0  , 1  1 
2 2� �b ~

��� � ������� ��� ��� ���� 2 o    o   {3}  ,  ( ):´ ´ 2

 (3) (3)  3 (3) ,� � �b ~ b

 (3)  0 .� ~

To   ( )    o     :  (1)  (2)  4  ,  (1)  1/2 , ´ ´ ´ ´������� 2 ���� ��� � ������ ���� ��� � � �1 ~ ~ ~
� ������� 2 ���� ��� � ������ ���� ��� � �(2) 1/2 .    To   ( )    o   :  (3) 3 ,  (3) 0 .´ ´ ´ ´~ c ~ ~2

O   s o   s o   ó       ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������� ���� ���� � �� �� ������ � � ������� ��� ������ �� ����������� � �
w(x, ,b) ,  ó s  .´ ´� � ��� ��� ����������

A  o     o  os          (2)  ´ ´ ´ ´ ´� ������������ ��� ��� ��������� ���� �� � � �������� 2 �� ��� ���� �� �1 ~
0 ,  o  ó   ó   o  o  os     (1)  4 ,  (1)  1 ,  (2)  0 .  ´ ´ ´ ´ ´�� ��� �� � � �� ���� � � �� � �������� ����� � � � �Z ~ Z ~ Z ~
1������ ��� � �� � �� � ��� ���� � � � ����� � ���� �� ��� �� �� ����� �� � ����o  o ó  ó     o   (1)       o o , ´   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ���� �� � � ����� � ���� �� ��� ���� �� ���� �� � �s o s  (1) (2)  1        s o s  (1) (2)  ´ ´ ´ ´ ´Z c Z ~ c ~
1/2 ( 1/2)  1 ,  ó s  ó    3  .´ ´ ´c c ~ � ���������� �� ��� ���������� ������� 

To o o  ó   ó  o o o  s s o   (x) ,   s  (x)  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ����� ����� �� ����� ����� �� �� � ��� ��� �� ���� � � � ��� ���� �Z
(  s o o s  (x) (x )  (x) (x )) ,  o o ´ s s ´ s  (20)    (21)  ´��� �� � �� � � � � ������ � � ��� �� ���� ��� ���Z c Z Z ~ c Z
��� �� ���� ��� �� ���� ��� � � �� ������ �� � � ������ � � � ������ �� o o s s ´ s  (22) ,  o  o o s o  o    S( ) ,  o   ´ ´ ´ ´ ´
�� � ������ ����������o o  .´ ´

T ´  o o   o    s s o s  o o´ ´ ´ ´ ´ ´ �� �� � ��� �� ������� ��� �� ���������� ����� �� �� � ������ ��� � ��
������ � ������ �� ����� ��� ���������� ��� �� ��� �� � ���� ���� � �o o  o ó . E  o  ó   ó   (1) (3)  ´ ´ ´ �
�������
���� ��� � � ��� ����� �������� ��� ��� ������ ���� � ������ �´ ´ ´ ´ ´ ´,        . E  o o    o    :  1 3 ~
{(1,3),(2,1),(3,3)} ,    o    ó   3. O  ´ s  (20)   o´ ´ ´�� �������� � � ������������ ���� ��� �� � ���� ��� ����� �
���́s 

  2  (1)  (3) (4.1)� �~
          3 
                 1            3  (2)  (1) (4.2)� �~
      1             3
    (3)  (3) , (4.3)� �~
  E ó   3�� ��

��� � ���� ��� ����� o  ´ s  (21)   :´



 (1) (1)  3 (5.1)� �b ~

 (2) (2)  3 (1) (5.2)� � �b ~ b

 (3) (3)  3 (3) (5.3)� � �b ~ b

A  s s o    ó    S( ) ( )  0 ,  s o o  ´ ´ ´ ´ ´��� �� ���� �� � � �� �������� �� ��� �������� � � � � �� ���� ��� ���3 3 ~
�������� ��´  ó  :

 (3)  0 (6)� ~

��� ������� ���� ��� ��� ��� � �� �� ��� ��� � � ���� ��������� � 2� � ���s  ´ s, o o  ó  o   ó o o  .  (  o´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ������ �� ����� ��� � �� � ��� ��   o o  o  ó  :´ ´ ´ ´

  S( )   ,
0 0 0
0 0 0
0 0 1

� ~
v y
w z

��� ���� � �� ���� �� � ��� ���� ���� � � �� �� ��������� � ���� ���   (3)  0    o s  s o o ós o   s  o  ´ s  ´ ´ ´ ´ ´ ´~
(22) ) .

To   ´   (4)—(6)    o    s :´ ´ ´ ´ ´������� � � ���� �� � ���� ��� � ������ ���� ��� ���

 (1)  (2)  (3) 3 ,   (1)   2 ,   (2)   2 ,   (3)  0 (7)� � � � � �~ ~ ~ ~ c ~ c ~

2�� ���� ������ ������� ��� �� � � �� �� ���� �� � ����   (7)   o    o  o o o ó o s.´ ´ ´ ´ ´

1������ ��� �� �� ��� ���������  �� ��� ���� �� � � �� ����������o  ó  o    s os    (6) ,  ó  s s  3  ´ ´ ´ ´ ´
������� 2����������� �� ��� ��� ���������´ ´ ´ ´. ,  o   :

 (3)  8 , (8)� ~

� �� � � �� ���� � � �������� � � ����� � ���ó   ó   o  os   (4) , (5) , (7)    s :´ ´ ´ ´

 (1) (2) (3) 3 ,   (1) 2 ,   (2) 2 ,   (3) 0 , (9)� � � � � �~ ~ ~ ~ c ~ c ~

��� ���� �� ��� �� ���� ���� ��� �� � ��� �� ���� ���� ��� �� ���� ��  o  s s s    (x) ,   s s s  s o s  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
!!FOOTNOTE 2:E  o o  o  ó   ´ ´ ´���� ��� � �� � ��� ��

 S( )  , 
1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

�4 ~
v y
w z

��� ���� � ���� �� � � ������ ���� ���� �������� � � � ����� ���� ���� �� ,   o  o     S( ) ( )  0  o    :´ ´ ´ ´ ´ ´4 4 ~
 (1)  (2)  (3)  0.� � �b b ~
� � ��� �� ����� ��� � ���������� ���� �� �� � ����� �� ������(x) (x )   s s  (7)    (9) ,  ó s .   E s  o o   ´ ´ ´ ´ ´c Z

����� � � �� ��� � �� ���� �� ��������´ ´ ´  (1)  0 ,  o ó   ó     :~

 (1) (2) 0 ,  (3)  o o . (10)´� � � �� ���� ������~ ~ ~

O  ó s  (35) , (36)   o  o s ó s s     o  s,´ ´ ´� ���� ���� ��� � � ����� �� ������� ���� �� � ����� � ����3

���������� �� � �� ������ � ��� ��� ��� ���� � �� ����� � ��� � ´ ´ ´ ´ ´ ´ o o  o o o     (7) ,   s s  (9)    (10) .  E  ó s
��� ���� ��� ������ ���� � ������ � ��� ��� � �� � �������� ������� ���� ��� ��  o o   o       o o      ó   4 ,  ´ ´ ´ ´ ´4



��� � ���� ��� ��� �� � � � � � � � � �������� �� ��� o  ´ s      (x) (x, ) ,  (x) (x, ) ,  o  o  s  (20) , (21)  ´~ ~4 4

����� � ���´ ´ o  s :

  2  (1)  (3) (11.1)� �~
          3     2  (3)  (2) (11.2)� �~
    (2)  (1) (11.3)� �~
                 1             3  
       1  (1)  (1)  1  (3) (12.1)� � �b ~ b
    (2)  (2)  3  (1) (12.2)� � �b ~ b
                  E ó   4  (3)  (3)  2  (2) (12.3) �� �� � � �b ~ b

E o ,  o   ó o  o  , “ s " ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� � ������ �� ��� ��� � � ������� ���� ��������� � �� ����������� ��
������ ��� ��������� ��� ������� ���� ��� � � �� �� ��������� � � �´ ´ ´ ´ ´o    ( )  s ó o ó s s  (1) , (2) , (3) .  
E  o ó  ó  o  :´�� � �� � �� ������ ���

 (1)  0 . (13.1)� ~ 2

H ó   o   (11) , (12)    (13)    s :´ ´ ´� �� ���� � � ��� ����� � ���

 (1) (2) (3) 2 ,  (1) 0 ,  (2) 1 ,  (3)  1 . (14)� � � � � �~ ~ ~ ~ ~ ~

T ´ , o  ó s s o s  (27)  o   o  ó o, ´  o  ó s s´ ´ ´ ´ �� � ���� ���� �� � ��� ���� �� ���� �� ���� �� � �� � ���� ���� ��
� ��� ����� � ���o s  (28)   o  s :´ ´ ´

��������� � � � ������´ ´ 1 :  (1) (1) c(1,2) (2)  2 5 1  2 6   (15.1)b � b ¯ � b ¯ �
��������� � � � ������´ ´ 3 :  (3) (3) c(3,3) (3)  2 1 3 1  3 4     , (15.2)b � b ¯ b � b ¯ �

��� � � ����� ��������´ ´ ´      .4

1����������´ s.  1.  To o  ó  o  ó s s o s  (15.1) ,  (15.2)  ´ ´ ´��
 ��� �� � ���� ���� �� � ��� ������� 

����� ���� � � �� � ����� � � ���� � � � � � � ��� �� �� �� �� ����´  ó o o o os  o ´   (2) (1) ,  . . ,  ó  ó s ó s´ c
���� � � �´s   (x) .

2.  H  o os s o  o  o os   o os ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� ��� � ���� � � ����� ��� � �� ������ ����� � ��� � � �
���� ��� � �� ������� � �� � � � � � � ����� � ���� �� ��� � �� ���������� ��� ���o ´  o  o  ´ o  o ´ .  E   o o    ´ ´ ´ ´
������ �� �� �������� � �� ������ �� ���������� � � � � ��������� � ���´ ´ ´ ´ ´ ós o  o os,  o s ´ o s   S  
�� ���� �o   D(x) ,  x S.´ �

3.  A  o  o     (14) ,  ó o       (1) 0 ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������ ��� �� ������� ��� ���� � � ������� ���� ���� ��������� � ~
�� � ��� �� o  ó  :´

 (2)  3 (16)� �~ c

 (3)      2 (2)    (2 ) (3 ) (1)  2 3 2  (12.3) (16)
� � � � � �~ c b ~ c b c b ~ b c ~

                  (c (x , ) ) , (17)
_

~ c�
t=0

–1�

t t� �

ó o    (17) ,  2   o “ ó os" ( ós ) o    ´ ´ ´� � ���� � ����� �� � ����� ����� � � � ���������� ��� ��~
���� ��� ���� ��������� ��� ��� � �� ��������� � ��� � ������´ ´ ´ ´ ´o     1  (   o o    (1)  0) ,  ó   ~
��������� ����� � -����� ����� ��� ���� �������� ��� �� � � ���� � ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´    3 .   o     s o ó s  (x) ,   o
o ó ó os s s ó     x ,     x   s´ ´ ´ ´��� � �� �� �������� �� ��� ������ ��������� ���� ��������� ��o

������� ���� ���� � �� � ������ ��� ��� � �� ��������� � � � �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s o s  o o    x  ,   o o    (x )  0 ,  ó o   o ~
���� � � �� ����� ���� 
���� ���� � � ��� � �� �� ������� ���� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ o ó os o ó    (x),  o o ó os s s o s.  To

�



� �������� � � ������ � ��� � ������ ��� �� �� �� ������ ������� � � �� ������   ´  ´    o s o s s o  o os´ ´ ´ ´ ´ ´
ó s  o  .´ ´� �� � ��� ������� 

6.4  H A o   E  B o o´ s.  ´ ´������ ���� � � ��� �� � ������ � ���� 2�� �� �� ����� ������ �� o o   ó´ ´
o  s ´ s  (1)    (2)     o  (  ) ´ ´ ´ ´� ������������ ���� ��� ��� ������� �� ���� �� ����� �������� �����´ ´s
�� ����� ��� � ������ � ��������  �� � ������� � � ��� � � �� �   o      s  os o o o  o  ó o s.´ ´ ´ ´ ´o

 (x, )  min ( , ) (1)
D(x)

_
� � � � �

�
o o~

�

 (x, ) (x, )     min {c( ) ( , )} (2)
D(x)

_ _
� � � � � � � �

�
o o ob ~ b

�

O  s  ´ s o o ´ s o s o  o  ó o s,´ ´ ´���������� ��� ������� ���� ��� ������ � � ��� ��� ���� � � ���� ��� � � �� �
#

��� � ��� � �� ��� �� ������� �� ���������� � � � � ��������� � ��� �� ���� � o o ós ó   o   o s ´ o s   o´ ´ ´ ´
����� �� � ������ ��������  �� � ������ ������� ��� �� �� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´o  o s s s os o o o,  ó s s s o
���� ��� � ����� ��� � � ��� �� ������ ��� ��� �o  o     o  o  1  (   b (b ,1) ,   o o  b 1) .´ ´ ´ ´ ´D � �0 0

2� � �� � ����� �� �� ���� ��� ��� ������� �� � ��� �� ���� �� ��� o o o   o o  '  ó  o   (1)    (2)    o , ´ ´ ´ ´ ´������´
�� ����� � � ��� �������� � ������  �� � ������� � � ��� � � �� � ��� ��� ������        o  s os o o o  o  ó o s,   ´ ´ ´ ´ ´ ´o

������ �� � � � ��������� � ��� �� ���� �´ ´ ´ ´    o .

E  o ó�� � �� �

 (x)  inf  ( lim sup  w (x, )/n) . (3)
 n

� �
�

*
n~

¦B

To o o   o s´ ´ ´ ´���� �� ������� ����� � ���

.� ����´   1

1.  E  o  s  (x) , d(x)  o o ó o  s ( .  (x) M  ,   ´ ´ ´ ´�� ����� �� ���������� � � � � ��� �������� ��� �( ( � 1( (d(x) M   x ,    M ,M  s) o  o o o  s ´ s ´ ´� D2 1 2 ������� � � ���� � � �� �� ���� ���

 (x)     inf ( ) (4)
D(x)

_
� � �

�
~

�

 (x) d(x)    inf {c( ) d( )} , (5)
D(x)

_ _
� � �

�
b ~ b

�

� ��ó  

 (x)  (x) ,   x S . (6)� �� D �*

2.  E     o     o  o  ó s´ ´ ´ ´�� ��� ��� ���� � ������ � ���� �� � ���� ����o

 (x)  ( ( (x)))  /2 (7)
_

� � � � �� co

���

 (x) d(x)  c( (x)) ( (x)) /2 , (8)
_ _

� � � � �b � b co o

��� ��� �� ������� � � �� o      0 ,  ó´ ´ �

 (x, )  (x)  , (9)� � � �o
*� c

o ó          (   (x, )  ( (x), (x) ) ) .´ ´ ´� �� � � ����� � �������� ������ � � � � �o o * *c � b



3.  E  o   (4)    (5)  o    min      inf   o   ´ ´ ´ ´ ´�� � ��� ������� ���� �� �� ���� ���� � � ��� ������ � ��� ����
��������� �� �������� ��������� ���� ��� �� ���� �� ����� � �´ ´ ´ ´ ´  x   x    o   s s o s  (x) (x) ,  o

o~ ~
� �� � � ������ � ����� ��������ó   o      .´ ´ ´o

A o .  ´� ����� E       o ,    o  o  os o´ ´ ´ ´ ´�� � ��� ��������� � ������ ��� ��� � �� ��� � � �������� � �

������ ���� ���� � � � � � � � �o      :  x x,  x   x    ,   ó o   x (h ) .´
_

o o 1 1 2 2 t+1 t t~ Ã ~ ~
E o  o ó  ó� ��� � �� � ��

   (x, )  sup   c( )/n . (10)
n

_
� � �~ c

¦B
�n 1

0

c

t

A  o ó   o o  ó´ ´���� � �� � �� �� ���� ��� ��

 (x)  (x, ) , (11)� � �� o

�� �� � �� ��� ��� � �� � � ����� ��������� � ����������� ���ó  ó , o o  ó       ,   (11)     (6) .´ ´ ´ ´o

E o  o ó� ��� � �� �

 c( ) d( ) (x) (x) .
_ _
� � � �o ob � b

(5)
 

E s´����

 c( ) c( ) d( )  c( ) ( ) d( )
_ _ _ _ _ _
� � � � � � �o 1 1 o o ob b � b b

(5)

 ( D(x))  (x) c( ) d( )
_ _

� � � �0 o o� � b b
(4)

  (x) (x) d(x)�
(5)

 � �b b

   2 (x)  d(x) ,~ b�

������́ 

 2 (x) d(x)  c( ) c( ) d( )  c( ) c( ) d(x ) . (12)
_ _ _ _ _

� � � � � �b � b b ~ b bo 1 1 o 1 2

A o   o o  o o  ó  ´ ´ ´ ´��� �� ����� ��� � �� �� ���� ��� ��

 n (x) d(x)  c( ) d(x ) , (13)
_

� �b � b�
t=0

n 1
t n

c

��� �� ��� ������ �� o   (13)    ó´

 (x)    c( )    . (14)
_

� �� b 1 
n n

 (d(x ) d(x)) �
t=0

n 1
t

c
n c

T ´  ó   (14)    ó  ó   d(x)   M   x ,     (11) .´ �� �� ��� ��� ��� �� ���� �� ������ �( ( � D2

(2) :  A ó s  (7)    (8)  o   o o ó o ó  ´ ´� �� ��� ����� ��� �� ���� � �� � ��

 n (x) d(x) c( (x )) d(x ) n (15)
_

� � �b � b c �
t=0

n 1
o

t n
c

��� � ����������� ��   (15)   ó´

 (x)  (x, )  , (16)� � � �� co



��� � �� ����� ����� ����� ��� ��� � � � ��� � � � �� ����� ��� � � ��� � � ��  ó   s, o o  o  o s  1  o  os,  o  o ó os ó ,´ ´ ´ ´ ´
�� ���� � � � � � o o  ,  (x)  (x, ) ,  x S ,  .´ * � D � D

(3) :  To os  (3)      o ´   (1)    (2)  o  os.´ ´ ´ ´ ´��� ����� ����� �������� � � � ����� � ��� � � �� �����

1����������´ s.  1.  E  ó   ó  o  ´ s o o s  s´ ´ ´ ´ ´���� ����� �� ������� �� � ���� ��� ������� � ���� ����� �����

��� �� ����� ��� � ������ ��������  �� � �� ����� ������� ��� ��� � ������ �����    o   s os o o ó o, ó   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������  �� � ������� � � ���� ��� � � �� � ��� ���� ���� � � ���� ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ s os o o o  o  ó o s    o  o
����� ��� �� ��� ���� �� �� � ���´ ´ ´o   b    o  s o s  (b ,1) .0

2.     ´  – o , o  s o´ ´ ´ ´ ´2�� ������ �� ���������� � � � � ��������� � �� ���� � � ������� � �
.� ����� ���� �� ��� �� ����� � � �´ ´ ´os  1  o   o s ó o s.



7.  A ´ s .������

A   1 .  ����� -������ � ����� � � ������ � � � ����� � ����� ��� ���� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ o o o  os 1  , ó o  o  o     -
� ��
 �� ���� ����� � � � ������ � �������� � ������ ��� � �� ����� ����� �o o   o ´ . N     o   o ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´
o o , ó o  o o o o s  ´ ´ ´ ´��
 ��� � � � ������� ������� � ���� �����

�) To o ó ó ó os��� ��� ���� ��� � ��
 c(x , ),    0.5 ,

t=0
� � � �� �t

t t ~

�) To o ó os´��� � ��

 lim     c(x , ) ,n ¦B
1

 n 1 b
�
t=0

n

t t �

ó  x 1 .��� 0 ~

2����´   1

A   2 .�����       o  ó o  o ´  o -´ ´ ´.� ������ ��� ������� ��������� � � ��� ���� � ���� ��� � �� ���
���� � ��� �� ���� � � ���� �� � ������� � ���� �� �� ����� ����� � ��
 ��� ��´ ´ ´ ´ ´     ´  o o s o ó  o  o o  
���������� � � � � ��������� � ��� �� ���� �´ ´ ´o s ´ o s   o .

E ó o    o ´  o  o ´ o ´    N  ó´ ´���� 
 ��� �� ���������� ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� � ��� ����� ����
������ ��� ������ � � ��� �� ���� � � � � � �� ��� ���� ��� � ����´ ´ ´ ´ ´ ´.  M  o o o  s s   (x)  o  o    ' s(N)

����� 
 ��� ��� � �� � ����� �� � ���� � � � �� ���������� ���� ��� �ó o   o  o  o o o    w  s s o ´´ ´ ´ ´
�� ������� � �� � � � � � ����� � 2�������� �� ���� � � ����� � ������� ����o  o ´ o  o ´ .   o o o  o  s s´ ´ ´ ´ ´
�� ��� � � ��� �� - -��� ������ ����������� ��� �� ��� ������� ��� � ��s ó o     w .  o  o  ó    o o, ´ ´ ´ ´
������ ���� ��� �� �� ���� � � � � �� ��� �� � ����� �� �� ���� ����´ ´ ´ ´ ´ ´     v   s s   w  o  o  o o  ó s o s(N+1)

�� �������� � �� � � � � � ����� � ������� ����� � ��� � � � �����������o s  o ´ o  o ´ . E    o os o  ´ ´ ´ ´ ´
��������� ��� ���� � � ���� �� � ������� � ���� �� ���������� ����� ����� �´ ´ ´ ´ ´    ´  o o s  o ó .

A   3 .  ����� .� � ��� ��� ������� ���� �� ������� � ����o     o o s´ ´ ´ ´

 v(x)     max   g( ) h(x ) v(p +q(x ))  ,
0 x

~ b c b c
� ��

� � � �D E
ó o  o  s s o s    o    g    h´ ´ ´ ´ ´� � ��� ��� �� ��� ����� �� ��� ��� ������ ���� �������� �� � � ���

�) g( )  c   ,  h( ) c   ,  c ,c ,d  0 ,  ó    .� � � � ��� �� � � ¦B1 2 1 2
d d

�) g( )  c ,  h( ) c  ,  c ,c ,d ,d   0 ,  ó    .� � � � ��� �� � � ¦B1 2 1 2 1 2
d d1 2

K  s o ´ s    o  s  v(x) ,  ó   x  .´ ´ ´ ´�� ��� �� ������ ��� ������ ��� ������ ���� �������� �� �� ��� ¦B
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1.  o ´   ´ o   O ´ o .1� ������� 1��������� � ��
 ���

1.1.  E o  o .´ ´���� ��� �� �����   As o  o ó  o`    `o´ ´ ´�� ��� ��� � �� ����� � � ��������� ������� ��

��� ��� �� ó   1.

             1  3/4
   2   4�21

          1/2                   1/4
  �11

      2         1/2
 1   �22

      3           1/5
  �12

             4/5          2 
   3   5�31

E ó    1�� ��
H   ó   o  s ó s  1.5 ,    o  ó   ó   1  ´ ´ ´ ´������� ��� �� ����� ���� �� �� ��� �� �� ��� ���� �� �� ���� ��� ��
�� ��� �� ������ � � � �� � ����� ���� � ��� �� ������ ���� ����´ ´ ´ ´o  o  o s ó o s ó s      o    :  >  .  Hxk c c c
������� ��� �� ���������� ��� ������ ���� �� � �� � � � � �� ��������  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó      o  ó o (  ´ o)  ós os s
���

#s:

�)  T  o   ó   S   {1} , S {2,3} ,  S {4,5}  o o  s s´ ´ ´� ��� �� � � � �� � ���� ��
 �� �� ������0 1 2~ ~ ~
���������� � � �������� ���� �� �� ���� ������ ��� � ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s o  os  s o s s  t 0,1,2 .  To o o  S    o~ o

��� � � � ����� � � �� � �� � ��� � ����� � ��� � � � �������� � � �� �´ ´ ´ ´o o  ´  ó , ´  o o o  S    o o o  ´  ó2

( ) . T  o   D   0 t 1  o o  s s o s s o s´ ´ ´ ´ ´ ´��������� � � ��� �� ���� ��
 �� �� ������ �� ����� ��� ���� ��t � �
�� ���� ���� � � � ������ �� ����� �� � � �� ���� ��
 ���� ��o s ó o s. O  s o s o  ó o  x S   o o    D(x)  D  .  ´ ´ ´ ´� �t t

E  o´��� �� ���

 D(1)  { , } ,  D(2)  { , }  ,  D(3)  { } .~ ~ ~� � � � �11 12 21 22 31

�) H  o  os o   ´   o ´  -´ ´ ´ ´ ´�������� � � �������� ��
���� ��� �� �� � ��������� � ����� � � ����

� ����  ��� � ��� �� ���� ������ � ������� ��������� ���� ���������ó s s s   :  A   o    t  o      x  S   ´ ´ ´ ´ ´#
� t

��� ����� � ��� ��� �� ���� � � �� ���� ��� �� ���� �� ���� ������ � ó o   ó   D(x) D  ,  ó    ó  o   o´ ´ ´� � t

������� �� ��������� ���� ��������� �� ����� ���� � � �´ ´ ´      y S  ,   ó   p(y/x, ) , ó o� t+1

  p(y/x, )  1     x S  , D(x) (1)�
y S� t+1

� �~ D � �t

-����� ��� ���� ��������� ��� ��� ���� �� ���� � ������� ��� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´,     x S      ó   D(x) ,    � �t

��������� ����� �� ��
� ����� ���� �� ���������� �� � ���� �� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ o s (  ó s o  s)  p( /x, )    h
o o      o  os   ó  o  . H´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� �� �� �������� � ��������� � � �������� ���� ��� �� ���� �� ���� ������
�������� � � �������� � �� � ��
���� �� � ��� � � � ��������� �´ ´ ´ ´ ´ o  os,  o ó ,  o  o o o o  

   {p( /x, )  ,   x  S S   ,    D(x)} (2)- � �~ h � r �o 1

2� ����������� ���������� �� ���o o  o´ ´ ´

   {p( /1, ) , p( /1, ) , p( /2, ) , p( /2, ) , p( /3, )}- � � � � �~ h h h h h11 12 21 22 31

ó o   . .� � � �



 p(y /1, )                                  1/3               y  2
                                 2/3               y  3

�12 ~ ~
~H

2��� ��� �� � ���������� � ��
 ���� �� �� ������ ����� ���� ��� � � ó   3.1  o  s  p( /x, )  o o  o  o    o s´ ´ ´ ´h
����� � ����� �� ����o s   .´ ´ ´

�)  A o     o  o os  o o  ,  o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´��� �� �� ��� ������ �� � � �� ������ �� �� ��� ������� ������ ��
 ���

i)   o os ó o s´ ´��� ��������� ���� �� � �� �

 c(x, ) ,   x  0,1,     D(x) , (3)� �~ Ã �

���

ii)   o  ó o s´ ´��� ��������� �������� � � �� �

 c(x) ,   x  S  . (4)^ � 2

1.2  o ´s– o ´s–Y o o os  ´ o  o o s.´ ´1 ������ -���� �� � � ���� ���� � �� � ��    O o ós os o -´�� ��� ��� � ��

���� ���������� ����� ���� � �� ����� � � �� ��� �� ����� ��� � �� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s ( s)  o os  o o  o    o ó  
�� ��� ������� ������ ��� ��� ���� � ������ ����� ��� ����� ��� �� � �o o  . E ,   o   s s ó s o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ ���� �� ���� ��������� ��� � ������ �� ���� �� � �� � � ��� ����o      o  ó . E  o ó      ´ ´ ´ ´ ´
� ������ � ����� ��� ��������� �� � ��� � �� ��� � � �o ,       o o o o  S S S   o o o  D D  ,  ó o   ´ ´ ´ ´ ´~ r ro 1 o 1

� � ���� ��
�� ��� �� ���� ���� ���������(x)  ( (x) D(x))  o   ó     x .´ ´�

H  o  o  o os  o   o o  o -´ ´ ´ ´ ´ ´����� ���� �� � � �� ������ �� ����� �� ������ �������� �� ����� �� �� �
�� ������� �������� ����� �� �� �� ������ � ���� � ������ �� ��� ��
 ��o    ó  ´  o o o  s o s o o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
( o o ) s o s o  os, o ´ o o  o s  s´ ´ ´ ´ ´ ´� � ������� �� ����� �� � � �������� �� �� � � ����� �� ����� ������
��������� ��� � ���� � ������ ��� � �� � ��� ��� ���� �� � � ������´ ´ ´ ´ ´s  o  s o s (  ó s  o  ó  ó s o   o s)
�� ��� ��
 �� � � ������� �� ����� �� � � ����� � �o o o  ( o o ) s o s  o ´ .´ ´ ´

,�� ���������� � �� ��� ��� ��� ���� � ������ � � � ��
����  ��� , s o    o    ,  o  o  s s :   ´ ´ ´ ´ ´ ´0 � �0
11(1)   ~

,  (2)   ,  (3)   � � � �0 0
21 31~ ~ .  H    o   o    L( ) X  A  X  A  X   ´ ´ ´� ��
�� �� �� ������� ���������� �0 0

0 0 1 1 2~
 ���s  s´

(1) O  s s s  L( ) ,   o  s o s,  o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������ ���� �� � ������ � ���������� ����� �� ����� � ���0

 l   1    2    41 11 21~ � �

 l   1    2    52 11 21~ � �

 l    1     3    53 11 31~ � �

(2) O  ó s,  ó    ,  o  o o  s s s o s´ ´ ´ ´ ´� ����� ���� ��� �� ��� � � � ������ �� �� ��� ������ ���������� ����� ��0

����� ����  ���´ ´o  s s

 p(l , )  P( X  A  X  A  X  = 1  2   4 ) 1 0 0 1 1 2 11 21
0� � �~ ~

  P( X =4/X  A  X  A =1  2  ) P( X  A  X  A =1  2 )  ~ d ~
(1)

2 0 0 1 1 11 21 0 0 1 1 11 21� � � �

   P(X =4/X  A  X  A =1  2  ) P( A = /X  A  X =1  2)  ~ d d2 0 0 1 1 11 21 1 21 0 0 1 11� � � �

     P( X  = 2 / X  A  = 1 )  P( A =  / X  = 1 )  P( X =1 ) d d d ~1 0 0 11 0 11 0 0� �

   P( X  = 4 / X  = 2 , A =  ) 1 P( X = 2 /X =1 , A = ) 1 1~ d d d d ~2 1 1 21 1 0 0 11� �



        .~ d ~ 3  1 3
4 2  8 

A o  o  ó´ ´��� �� ����� ��� ��

 p(l , )  P( X =5 / X =2 , A =  ) P( X =2 / X =1 ,  A = )      ,2 2 1 1 21 1 0 0 11
0� � �~ d ~ d ~1 1 1

4 2 8

 p(l , )  P( X =5 / X =3 , A =  )  P( X =3 /X =1 , A = )  1    .3 2 1 1 31 1 0 0 11
0� � �~ d ~ d ~1 1

2 2

1����������´ s . 1.     To ´ o  s ó s  p(l , )     ó s´ ´ ´�� � ��������� �� ����� ���� � ������ ��� �� ��1
0

�� ������ ������� ��� �� �������� � � �������� ��� ��� � ������ ����� � ������o s s    o  os   o  o , ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
ó    o  os o  ó ó s s o s´ ´ ´ ´��� � ������ � � �������� ��� ��
���� �� ����� ���� �� � ���

 P(X =x  / X  A   X  A )t t 0 0 t-1 t-1Ã

��� � �� ����� ����� ���� ���� �� �� ����� ���� �� � ��� o  o s o    ó s s o s´ ´ ´ ´

 P(A =  / X  A   X  A  X ) .t t 0 0 t-1 t-1 t� Ã

2. o o  o o o  o o ós ó    o  ós´ ´ ´ ´ ´2� ������ ��������� ������ � � ��� � ��� � �� � �������� � � �����������
�� � ������������ �� � ����� �� ��� ����� ��� ����� ��� � �� �s, ó s  ó o  s .  3.1 ,   M o ,  o ó  ´ ´ ´ ´
� ������ � ����� ���� ������ ���o      , :  P( X =x  / X  A   X  A )  P(X =x  / X  A ) ,    P( ´ ´ ´ ´0

t t 0 0 t-1 t-1 t t t-1 t-1Ã ~
A =  / X  A   X  A  X )  1    0 ,  o   o   A (X )    A (X ) .´ ´ ´t t 0 0 t-1 t-1 t t t t t

0 0� � ���� �� �� � �� � � �Ã ~ ~ £

3.  `    s o o ó s,  ó  o   X   A    X  ´ ´ ´ ´,� � �� ������� ������� �� ���� ���� �� ����� � �� �� ���� ��� 0 0 t-1
� � �Ã

A     o   o  o   o    .   ó  o´ ´ ´ ´�
t-1 ��� �� �� ������� ���������� � � ������ ���� ���� � ������ � , �� ��� ���� � �
���� ���� � � �� �������� ��� � ������ � ��� ��� ������� � � �������o o  ó s,  o  o     ó    ó os s.´ ´ ´ ´ ´

4.  E     o o o ó   ´  o ´ , , o , o o o ó  ´ ´ ´ ´�� / � ��� � � � � � ����� � ����� � � � �� ������ � ��� � � � � �
����� � ��� � ��������� � ����� � � � � �� ������ � ��������� �´  ´  ( ´  o ´ )  o ´  ´   X   A    X  A  , 0 0 t t

� � � �Ã
Ã    ó s s s o s   .  o ó   o o    ´ ´ ´ ´ ´��� �� �� ������ � ������ � 2� �� ����� �� �� ��� ������� �������� ��� ����
� ������ ��
� � � ������� ��� ����� �� ��� �� / 2� �� ����� ��o  ó  o o   o   o   .  o ó  ´ ´ ´ ´
����� �� ������ �������� ��� ���� � ������ ��
�� � � ������� ��� ����������o     o  o  o o    X   A   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ 0 0

� �

Ã Ã X  A  ,  ,    o  ó s o o o  .   , ´ ´ ´ ´� �
t t ������ ��� ����� �� ����� ���� �� ��� � / ,�� ���������� �

� ������ � ��
�� � � ������� �� ����� ���� � � �o     o  o o  s ó s  p(l , ) 3/8 ,  p(l , ) 1/8 ,  p(l , ) 1/2  ´ ´ ´0 0 0 0
1 2 3~ ~ ~

( o  ó  p(l, ) 1) .´������� ��� �� ��
l�/

0 ~

H o ó  o  s    o o ó o s  ó´ ´ ´ ´� � ���� � � �� ���������� �� ������� ����� � ���� �� � �� � � ���� � �
� ����� � �� ��� ��� �� � �� ����� �� � �o ´ . As o o  ó   s o s  l x   x   x   ´ ´����´  ~ o o 1 1 2

o  ó s  o ó   o o   ´ ´ ´��
���� � ��� �� �� ����� �� �� ��� ������� ������

 w(l)  c(x , ) c(x , ) c(x ) . (1)^~ b bo o 1 1 2� �

E  o  ó´��� ����� ��� ��

 w (l )  c (1, )  c (2, )  c (4)  2  1  10  13^1 11 21~ b b ~ b b ~� �
 w (l )  c (1, )  c (2, )  c (5)  2  1   1    4^2 11 21~ b b ~ b b ~� �
 w (l )  c (1, )  c (3, )  c (5)  2  2   1    5^4 11 31~ b b ~ b b ~� �

To ó  s ó s  w(l ) 13   ó ,    ó   o´ ´ ´� ��� �� �� ���� ����� �� �� ������ �� ����� ���� �� ��������� ���1 ~
��� ������ � � �������� ���� �� �� ��� ��
 ��� � � �� ���������� ������ ��  o  os  o o ó o o  o  s  (  o´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ��� �������� ��� �� � ����� �� � � �� ������� � ����� ���� �o ó   {0,1,2}  ),    o  o    o o     l  ,  ´ ´ ´ ´�����´ 1

� �� � � �� � � �� ������ �� ��� ���� ������ ���� � � �������� �� ���� �� ��ó  o ó os o   o o     o  os   o   13  ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ���� �� � ���� � � � �� ������ �� ����� �� ������ �������� ����� �� ��� ���o s. O    ó s o  o os  o    ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ������� ��� ��� ���� ������ � � �������� �� ��� ���� ��� ���� �� �������� � � o     o  os ó       o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ��� � ��
 ��� � �� �� �� ��� �� �� �� ���� ����� � � ������� �� ��� �������o o  o o , s  o  ´  s o s o  s ( o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������́).



2�� ���� � � �� ��� � ��
 ��� ��� ��� ��� � �� �� ��� �� ������� �� ������ � ��  o  o o  o o   o o  ó  o  o   o o -´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ��� ��� � ������ � � ���� � ��� � � ������ ��� ����� �� � ���� �� � �� � �o   o    ,   o o  o  o   ó  o o ó o s o´ ´ ´ ´ ´0

�������� �� ����� ��� ������ ��������� � � �´ ´ ´ ´os       W( ,x ) ,  ó o0
0

 W( ,x )  W(L )  W( X  A  X  A  X  )  �0
0 0 0 1 1 2~ ~ ~�

� � � � �
0

0 0 0 0 0

                      c(X A ) c(X A ) c(X )  .^~ b b0 0 1 1 2
� � � � �0 0 0 0 0

E o   ó  o  s s s s  L   o  o s  l  , l  , l  ,   o´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� �� � ������ ���� �� ���������� ����� � ����� �� ��� �� ����0 1 2 3

�� � ����� �� ����� ���� ���� ��� � � �� � �� � ��� �� � ������o o  s ó s  P(L =l ) .  E  o o o ó ,  o  ó   ´ ´ ´ ´ ´�0 i

��������� �� ��� �� ����������  ���´ ´ ´ ´  W(L )  o    s s�0

  w(l )  13 ,      ó    P(L =l )  3/8 ,1 1~ ~�� ����� ���� �

 W(L )    w(l )   4  ,      ó    P(L =l )  1/8 ,� �0 ~ ~ ~H 2 2�� ����� ����

  w(l )   5  ,      ó    P(L =l )  1/2 .3 3~ ~�� ����� ���� �

2��� ���� � �� � � � �� ��� � ��
 ��� �� ��
 ��� ��� ������ ��������� �  o ó  o  o o  o o , o s     W(x , )  ´ ´ ´ ´ ´ ´ 0
0 ~

W(L ) ,  o o   o   ó o ó o s s     ó  ´ ´ ´ ´�0 �� � ��� �� �� ��� ��� ��� ��� ���� �� � �� �� � ��� ������ ���� ����0

 w( )  13    4    5      .
_
�0 ~ d b d b d ~3 1 5 63

8 8 8 8

1������ ��� �� ������� ���� ���� ������ ��� ���� �� �������� �� ������ � �o  ó  o  o ós      s s o´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� , �� ���������� �� �� ��
 ��� �� ���� ��� �� ���� ������ �´ ´ ´ ´ ´ ´os.  ,  o  ó    o    t 1 ,  o~
������� ��������� ���� ��������� � �� � ������ ��� � �� ����� � ���´ ´ ´ ´ ´     X 2 ,  ó  o ó o ó os  o os1 ~
� � ��
 ��� ��� �� ��� � ������ � ����� ��� � �� �� � ������ 1���������o  o o ,  ó  o    ,   o o  o o . ,´ ´ ´ ´ ´ ´ ´0

��� �� ��� � � ������ ����� �� �� ����� � �� � � ��� � ������ ���´ ´ ´ ´ ó    ,  o  s o s  ó ó o o   2    o  o s0

����� ���� �����ó s ´

 l   2  4  ,      ó    3/4 ,1
(1)

21~ � �� ����� ����

 l   2  5  ,      ó    1/4 .2
(1)

21~ � �� ����� ����

E  o  ó  ´��� �� ��� ��

  w(l )  1 10  11 ,      ó   3/4 ,1
(1) ~ b ~ �� ����� ����

 W( ,2)    �0 ~ H
  w(l )  1 1  2  ,        ó   1/4 ,2

(1) ~ b ~ �� ����� ����

��� ������ � ,  w( ,2)  11  3/4  2  1/4  35/4 .´ – 0 ~ d b d ~

2�� ������ ���������� �� �� ��
 ��� �� ���� ��� �� ���� ������ � �� o ,  o  ó    o    t 1 ,  X 3 ,  ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ~ ~1

����� ��� � �� �� � ��� ��� ��� ���� � �� �� ���� � �� �´ ´ ´ ´ ´ ´ o o  o o o    :  w(3, )  2 1 3 .  T os,  o o ó o– 0 ~ b ~
����� ��� � �� � ��� ��´ ´ ´ o o  o  ó

 w( ,4)  10      w( ,5)  1 .– –� ��� �0 0~ ~

H  o   ó o  o o o  s ó s s  w( ,x)   o´ ´ ´ ´ ´–���� � � ������� �� � � �� � ���� � �� ������ ���� ���� � ��������� ��0

ó  s o   o o    s s  s ó s s o´ ´ ´ ´ ´�� �� � ��� �� ����� �� ��� �� ���� �� �������� ��� �� ������ ���� ���� � �
� �� � ��� ���� �� � �� � � �������� ��� � �������� ����� ����� �� ������ 2�ó o s  o ó o s o  os, ó     o . ´ ´ ´ ´ ´
�� � ���� � � ��� ��� ��� ��� �������� �� �� ��� �� � ���� � ������� �o o o s ó s, ´s     s s o o o  ´ ´ ´ ´ ´
� ����� � ������� ��� ������� ��� � �� � ���� � � � ����� � �� �� ��������o ´ ,    o os o o o , o   o  o . H´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� � ���� ����
���� ��� �� ������� ����� ���� ��� ������ ���� ���� ��� ����  ´ ´ ´ ´ ´ ´o os   s ó  ó s  ó s s,   s
���́s

K ' , o s s o s o s´ ´ ´ ´�� ����� ��� ���� ��� �� ������� ����� ��



 L   X  A  X  A  X   ,  o o  s o s´ ´�0 ~ Ã0 0 1 1 2 ��
 ��� �� ����� ��

 L   X  A  X   ,    L   X   ,  . . .(1) (2)
1 1 2 2� �0 0~ Ã ~ Ã � � �

E o  o ó� ��� � �� �

 w( ,1)  E(W(L )) 
_
�0 ~ ~�0

               E( W(L ) / X =2 )  P(X =2 / X =1 , (1)= ) ~ d b�0 1 1 0 11� �

               E( W(L ) / X =3 )  P(X =3 / X =1 , (1)= ) , (2)b d�0 1 1 0 11� �

����́

 E(W(L ) / X =2)  c(1, )  E(W(L ) / X =2) , (3)� �0 01 11 1
(1)~ b�

���

 E(W(L ) / X =3)  c(1, )  E(W(L ) / X =3) , (4)� �0 01 11 1
(1)~ b�

A o   o  ó  ´ ´��� �� �� ��� ��

 E(W(L ) / X =2)  w(2, ) –(1)
1

0
�0 ~ ~�

  E(W(L ) / X =4 , X =2)  P(X =4 / X =2 , (X )= ) ~ d b(1)
2 1 2 1 1 21

0
�0 � �

  E(W(L ) / X =5 , X =2)  P(X =5 / X =2 , (X )= ) . (5)b d(1)
2 1 2 1 1 21

0
�0 � �

T ́��

 E(w(L ) / X =x  ,  X =x )  c(x , (x )) E(W(L ) / X =x ) (1) (2)
2 2 1 1 1 1 2 2

0
� �0 0~ b ~�

   1 10  11 ,    x  2 , x  4b ~ ~ ~�� 1 2

  c(x , (x ))  w( ,x )     1 1  2 ,        x  2 , x  5 (6)– ~ b ~ b ~ ~ ~1 1 2 1 2
0� � ��H

   2 1  3 ,        x  3 , x  5b ~ ~ ~�� 1 2

E , ó   (5)  o  ó  ´��� �� ��� ����� ��� ��

 E(W(L ) / X =2)  11    2      , (7)(1)
1�0 ~ d b d ~3 1 35

 4  4  4 

 E(W(L ) / X =3)  12  0  3  1  3 . (8)(1)
1�0 ~ d b d ~

A ó s  (2) , (3) , (4) ,  o o ´ s s  (7) , (8)  o´� �� ������ � � ��� �� ����� ���

 w(2, )  (2 )    (2 3)     . (9)
_

�0 ~ b d b b d ~35 1 1 63
 4  2  2  8 

1������ ��� � �� � �� ��� �� �� � ��� ��� � � �� ��� ������� ��� � ����� ��o  o o  ó ,   o o o  o   w( ,2)     o o,  ´ ´ ´ ´ ´
_# 0

��� ��� � � �� � ���� � ������ �� ���� ��� �� � ����� � ��´ ´ ´ ´o  o s o o o s  (6) , (7) , (8) , (9) ,    o  o  ó ó o
( ) o s ´ ´��������� ������ ��� �� �� ��� os  ´ .

1.3.  ´  o  E o ´  o ´ os./��� � � ���� ��� � 1� ������  



M´ o os  1 .   Y o o os s o o s o    o  .  ´ ´ ´ ´ ´�� � � � ���� �� �� � �� � � � � ��� � � ����� �   As o´�� ��� ���
��� � ������ � � � � � � � ��� � � ���������� ��� o   ,  ó o   (1)   ,  (2)      (3)  .   E o s´ ´1 1 1 1

12 21 31~ ~ ~
� � ������� �� � ���� � ����� ���o s  o o o s  o  ´ ´ ´

 u ( ,4)  :  E( W(L ) / X 4 )  c(4)  10 ,^(2) 1 (3)
2� ~ ~ ~ ~�1

 u ( ,5)  :  E( W(L ) / X 5 )  c(5)  1 ,^(2) 1 (3)
2� ~ ~ ~ ~�1

 u ( ,2)  :  E( W (L ) / X 2 )  1  10    1     ,(1) 1 (2)
1� ~ ~ ~ b d b d ~�1

3 1  35 
 4  4 4

 u ( ,3)  :  E( W(L ) /  X 3 )  2  10  0  1  1  3 ,(1) 1 (2)
1� ~ ~ ~ b d b d ~�1

 u ( ,1)  :  w( ,1)  3      3     .
_(0) 1 1� �~ ~ b d b d ~35  1  4  143 

 4 5 5 20

1������ ��� �� � �o   ó   w( ,1)  w( ,1) .´
_ _1 0�

A s s o s  o    ,   ,  ó o   (1)  ,  (2)  ,  (3)     ´ ´ ´��� ���� � ������ ����� � � � � � � � � � � � ���2 3 2 2 2
11 22 31~ ~ ~

� � � � ��� �� ����� ��� � �� �� � ��� ��� �� ���� � �3
12 22 31

3 3(1) (2) (3) A o   o o  o o o  s s ´ ´ ´ ´ ´~ ~ ~ ,   ,   .  � �

� ����� � � � ��� ��� ������ ��������� ��� �� �� ��� �� � � ����� �o ´    ,         x 1 ,    o  ó       ´ ´ ´ ´2 3 1
o ~

�������� ������ � �´ ´  o s.

M´ o os  2 .   E ´  B o o´ s .�� � ��� �� ������ � ����    O  ó os s o  o´ ´ ´������� �� � ���� � � ����� ��� �
�� ������ ����� ������ ��� ��� ����� ��� � � �� ������ ���� � ���� � � ���o os  os   ó  o  o os,    o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ����� ���� ������� � � � � �� ������� ��� ���������� � � �� � �� � � � � �´ ´ ´ ´ ´  o , ó  o  ó       o ó  ó  
����� � � ����� � ���� � ����� � �� �� ���� ��� �� ��� �������� �������´  o ´ . E  ó s ó   o o  ó    o´ ´ ´ ´
��������� ��� � ������ ��� ���� �� ������� � ���� ���� �� �� ������ � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   v( ) ,     o o s o    oh
�� ������ �� �� ��� ������� �������� ������� � ������ ����� ������ ��� �� � ��o os  o o  .  B s o s  s  s o o s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
o  o ó s o s o o o    o o s.  , s o  ´ ´ ´ ´ ´� �� � ��� � � ���� � � �� ��� ���� �� ������� � ���� 1������� � �� ��� ��� ��
�� �� �������o- o   P(k,x ) ´ k

(min)   E( c(x , ) c(x )) ^�1
t=k

t t 2� b

-������� - � �´ :    {p( /x , )  k X  ,    A(x ) ,  k 0,1}              (1)~ h � � ~k k k k k

A    x   S  .´ ´����� ��������� k k�

E   v(k,x )     ( o o   ó  ) s s s o   ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � �������� ���� �� ��� ��� �� ������� �� ������������� ��������� � �k

P(k,x ) ,  k 0,1,2 ,  ó o  o o  o  s o s o  0 .´ ´ ´k

1

2
~ � � ��
 ��� ��� ������ �� � ��� �  ´  ´   �� ����� ��� �� �

E   w( ,(k,x ))    s o s   .   Tó  
_

´ ´�� � � ���� �� � ������ � ��k

 v(k,x )  min { w( ,(k,x )) } . (2)
_

k k~
�

�

.� �� ���� ��� ���� �� ���� �������� �� �������  o o   ó  o  ´ ´ ´

1) v(k,x )     min   c(x , ) E(v(k 1,X ) / X =x , )    x X  , k 0,1 (3)
A(x )k k k+1 k k k k

k
~ b b D � ~

��
� �D E

 v(2,x )  c(x ) . (4)^2 2~

2)  H o       ´ ´ ´� ������ � ����� �������� ��0

 w( ,(k,x ))  v(k,x ) ,  k 0,1,2 ,  x S  .
_
�0

k k k k~ D ~ �

,�� � ����� ��� �� ����� �� ��� o ó ó  o´



 v(2,4)  c(4)  10 ,^~ ~

 v(2,5)  c(5)  1 ,^~ ~

 v(1,2)   min { 1 E(v(2,X )/X =2 , = )  ,  5 E(v(2,X )/X =2 , = ) }~ b b2 1 21 2 1 22� � � �

                          1  ( v(2,4)  3/4  v(2,5)  1/4) b d b d

   min     ~ ~H
   5  ( v(2,4)  1/2  v(2,5)  1/2)   b d b d

   1  ( 10  3/4  1  1/4)  b d b d ~ 35
4

   min        ,  (2,1)    ,~ ~ ~H  35 
4 � �*

21

   5  (10  1/2   1  1/2)    b d b d ~  21 
2

 v(1,3)  2 E(v(X ) / X =3 , = ) ~ b ~2 1 31� �

   2 v(2,5)  1  3 ,     (3,1)   ,~ b d ~ ~� �*
31

 v(0,1)   min {  2 E(v(1,X )/X =1 , = )  ,  3 E(v(1,X )/X =1 , = )  }~ b b1 0 11 1 0 12� � � �

    2  (v(1,2)  1/2  v(1,3)  1/2)b d b d

   min     ~ ~H
   3  (v(1,2)  1/5  v(1,3)  4/5)b d b d
   2  (     3  )  b d b d ~35 1 1 63

4 2 2 8

   min         ,   (1,0)   .~ ~ ~H 143
20 � �*

12

   3  (     3  )  b d b d ~ 35  1  4  143 
4 5 5 20

'��� �� � �� � �� �� �� ��������� ������� � �������� � ������ ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´, o ó ,   o   (2) , (1)  ,   o   

   :   (1)   ,  (2)   ,  (3)   ,  � � � � � � �1 1 1 1
12 21 31~ ~ ~

��� � ���� �� ����� �   s   w( ,1)   .´ ´
_ 1 ~  143 

20

2.  ´   o ´   o ´  ´´-����� �� ,���� � 1� ������ � �� 1���� �� ������ -�������.

2.1.  o   ´ o   O ´ o    ´1� ����� 1��������� � ��
 ��� To ó ó  o  s s :´ ´����� �� ����� ��
����  ���

1.  X ´ o    o   S , S , D ,  t  0,1, ,N .´ ´ � � ��������� � ��� �� ���� � N+1 t t ~ Ã

2.   o  os´ ´-������� � � ��������

 P(X X / X =X  , A = ) ,       D (X ) ,  x S  ,  t 0,1, ,N .t+1 t t t t t t� � � ~ Ã� �

3.  s o os  o  ó o s :  c(x, ) ,  c(x) .´ ´ ´ ^2��������� ���� �� ��� �������� � � �� � �

4.  A    x  .´ ´����� ��������� 0

M´ o o o s.´��� �� � ��



 w( ,X )  E( c(X ,A )  c(X )) .
_ ^� 0 t t N+1

N

t=0
~ b�

2.2.  o ´  A o  O ´ o   ´  o ´  Ko o s  ´ .´1� ������� ���� � ��
 ��� �� 2������ - �� �� � ��� -�������

1.  X ´ o  o ,   S, D .´ ´ � � �� ���� � ��������� �

2.   o  os´ ´-������� � � ��������

 P(X x / X =X  , A = ) ,  x S ,  D(x) .t+1 t t t t� � �� �

3.  s o os ó o s  c(x, ) .´ ´2��������� ���� �� � �� � �

4.  A    x  .´ ´����� ��������� 0

M´  A o o s. ´���� � � ��

 w ( ,x )  E( c(X ,A ) / X x ) ,   [0,1] ,
_

1 0 t t 0 0
t=0

t� � �~ ~ ��B

 ( ,x )  limsup  E( c(X ,A ) / X x  ) .� � 0 t t 0 0
N

t=0
~ ~

N ¦B

1
 N+1 

�

1���� �����` .  O s  `  o `   o o `  ` , `  `� ��� �� � �� �� ����� �� �� ��� ������ � ������� � ���� �� �

�  �� �� ��� �� ������ �� ���� ��� � �� �� �� � �� � ������ ���� ���  � � ����`  ` o  ` s ` s `  `o s o o` s o  ` s `  `
��� � ���� ��� � � ����� � � �� ��� � �� � � � �� �� ����� �� ����� �� ����� �`  o ` s.  To `o o ` o  o ` o `  `  o `   o `
������� � ���� �� ��� �� ���� ��� � � ���� �
 ���� �� � ��� ����� �� ������ ����`  `  `   ` s o  ` o  `   `  s `o s
��� � ��
 ����� � � � ������  � ���  � �� �� � ����` s  E( c(X ,A ) / X x  ) .  H `  `o s  `  `  o o `�N

t=0
t t 0 0~

����� � ��  �� �� .� � �� � �� �� �� �� ���� ���� � �  � � ���� � � �`  `  s ` s O o ` o s  ` o s ` o s.  To ` o  Dynkin
and Yushkevich (1979) `  `  `  `  `   `o o ` .���� ���� � �� �� ��� ��
 ����� � �� �� ��� � � ���

3.  E s B o o´ s   ´  o ´ .´��� ��� ������ � ���� ��� �� ,����� 1� �������   O s   o -´� ��� ��� ������ �

�� �� ������� �� �� ��� ������� �������� � ���� � � �� ������ � �� ����� �� ������ o   o o  ,    o   o´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� ����� ����� �� ������ ��� ���� � � ���� �� � ������� � ����´ ´ ´ ´ ´ ´  ó    o  ´  o o s.  As
�� ��� ��� �� �� � �� ����� � � ���������� � ��
 ��� ��� ��� ��´ ´ ´ ´o  ´  o ó  o  o  o o ,    P(k,x)  
�� �� �������o o ´

 (min)  w  E( c(X ,A )  c(X ) ) ,
_ ^~ b�N

t=k
t t N+1

������ ���������´ ´   X   x ,k ~

��� �� ��� ���� ��������´ ´ ´ o   .

To ` o o `  `  o ` s.��  � �� � ������ � ���� � �� �

1� ����o   1. ´   As o o  ó   o   P(k,x)  o  s s    ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� �� �� ������� �� �� �������� ����� ��� ����

x S  ,  k 0,1, ,N 1 ,     v(k,x)    o   P(k,x) .  Tó´ ´� ~ Ã bk ��� ��� � ���� � � ��

(1)  H   v(t,x)    ó   s s ´ ´ ´ ´��������� ����� � � �� ���� �� ���� ��

 v(t,x)   min  { c(x, ) E(v(t 1,X ) / A =  , X =x) } . (1)
D (x)

~ b b
��

� �
t

t+1 t t

(2)  Y    o    ,  o   M o ,  o  o   s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������ ��� �������� � ������ � � � ����� ��� ����� ��� � � ��
���� ��� ��0

���� ��´ s



 c(x, (t,x)) E(v(t 1,X ) / X =x , A = (t,x))  v(t,x) . (2)� �0 0
t+1 t tb b ~

A o .  ´� ����� As ` o  ' `  `o������� �� ��� ��� ��� � ��

 v(N+1,x)  c(x) . (3)^~

T` , ��

 v(N,x)  min  {c(x, ) E(v(N 1,X ) / A =  , X =x)} 
D (x)

~ b b
��

� �
N

N+1 N N

    min  {c(x, ) E(c(N 1,X ) / A =  , X =x)} , (4)
D (x)

^~ b b
��

� �
N

N+1 N N

E `  ` o��� ��� � �� ���

 v(t,x)  min E  c(X ,A ) X =x~ °
�

D 4 5E�
k=t

N+1

k k t

    min  c(x, )  E    c(X ,A ) X =x , A =  a,~ b °
Z�

� �D 4 5E�
k=t+1

N+1

k k t t

    min c(x, )  minE    c(X ,A ) X =x , A =  a~ b °
Z

D 4 5E�� �
� k=t+1

N+1

k k t t

    min c(x, )  E(v(X ) X =x , A = )   , (5)a~ b °D E� �t+1 t t

`o o   (5)   ,    o ` o  o ` s `  `   [t, t+1, ,N]  `    [t+1, � � ��� � � ���� � �
 �� � ����� � �� � ����� ����� �� �Z Ã
t+2, ,N] ,  ` .  E ` s,  (5) ` o  `  `  s o ` s `o sÃ ��� ������ � ��� ��� �� ��� � ���� �� ��� �� � �� ��� � �� ����

  E(v(X ) X =x , A = )   min E    c(X ,A )  X =x , A =  , (6)t+1 t t k k t t
k=t+1

N+1

° ~ °
Z

� �
�

E D 4 5E�

,�� � �� ����� � � ����� � ��
 ��� �� ���� �� � �� � � ��� ��� �� o ó  o  o  o o   o ó o s  w ( ,x ) ,  s o o  ´ ´ ´ ´1 0

�� �� �������  �� ��� ������ ��������� ��� � �� �� � ���o o   P(x)  s os     X x ,   o o  o´ ´ ´ ´ ´0 ~
��������� �� � �� ��� ��� �� �� �� ������� �� �� ����������� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ o  S .  A  o o  ó   o   P(x)  o   

 v(x)  min { E( c(X ,A ) / X =x) } ,~
�

��B
t=0

t
t t 0
� �

� �� �� � ��� �� �� ���� ��� ��� ���ó  o o   o o   s´ ´ ´

1� ����o  2.´

(1)  H   v(x)    ó   s s´ ´ ´ ´��������� ����� � � �� ���� �� ���� ��

 v(x)  min  { c(x, ) E(v(X ) / X =x , A = ) } . (7)
D(x)

~ b
��

� � �1 0 0

(2)  Y    o    ,  o   ,  o  o   s s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������ ��� �������� � ������ � � � ����� ���� ��� � � ��
���� ��� �� ���� ��0

 c(x, (x)   E(v(X ) / X =x , A = (x))  v(x) . (8)� � �0 0
1 0 0b ~

A o  - A´� ����� �����



,�� � �� ����� � � ����� � ��
 ��� �� ������� ������� � ���� � � � � ��� o ó  o  o  o o   o o o s o  ( ,x) ,  o o´ ´ ´ ´ ´
������ ��� � �� ������ � ���ó o ó os   s´ ´

1� ����o  3.  1)´ (   E  o  s  (x) , d(x)  o o ó o  s ( .  (x)  ´ ´ ´ ´�� ����� �� ���������� � � � � ��� �������� ��� �( (
� � D M ,   d(x) M   x ,    M ,M  s) o  o o o  s ´ s´ ´1 2 1 2( ( ������� � � ���� � � �� �� ���� ���

 (x)     inf  { E( (X ) / X =x ,  A = ) } (9)
D(x)

� � �
�

~
�

1 0 0

 (x) d(x)    inf  { c(x, )  E(d(X ) / X =x ,  A = ) } , (10)
D(x)

� � �
�

b ~ b
�

1 0 0

� ��ó  

 (x)  (x)  inf  (x, )   ,   x S . (11)� � � �
�

� ~ ¸ ¹ D �*

(2)  E     o   o  o  ó s´ ´ ´�� ��� ��� ���� � ������ � �� � ���� ����0  ´����

 (x)  E( (X ) / X =x ,  A = (x))  /2 (12)� � � �� c1 0 0
0

���

 (x) d(x)  c(x, (x)) E(d(X ) / X =x ,  A = (x)) /2 , (13)
_

� � � �b � b c0 0
1 0 0

��� ��� �� ������� � � �� o      0 ,  ó´ ´ �

 (x, )  (x)  , (14)� � � �0 *� c

o ó          (   (x, )  ( (x), (x) ) ) .´ ´ ´� �� � � ����� � �������� ������ � � � � �0 0 * *c � b

(3)  E`  o   (5)    (6)  o    min      inf   o   ´ ´ ´ ´ ´�� � ��� ������� ���� �� �� ���� ���� � � ��� ������ � ��� ����
��������� �� �������� ��������� ���� ��� �� ���� �� ����� � � �� �´ ´ ´ ´ ´  X   x    o   s s o s  (x) ,  ó  0

0~
� ������ � ����� ��������o      .´ ´ ´0

1����������´ s.   1.  O  o  ´ o    S     S   o , ó   ´ ´ ´ ´��� � � � � ��������� � � ����� ���������� � � �� �t

�������� � � �������� ����� ����� �� ���������� ��� � � ����� ��� � ����������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  os  ó     o  s

 P(y/x, )  P(X y / X =x , A = ) .� �~ ~t+1 t t

2� � ��� ��� ������ �� �� ��� o    o´ ´ ´

 E(g(X ) / X =x , A = )   g(y) p(y/x, ) .t+1 t t � �~ �
y S�

2.  O  o  ´ o     o ,  ó    o  -´ ´ ´ ´��� � � � � ��������� � ��� ����� ���������� � ��� ��� � �������� � � ��
������ ����� ����� �� ���������� ��� ��������� � ���� ���� ����� ���� �´ ´ ´ ´ ´os  ó     ó s ó s f(y/x, ) ,  
����  ���´  ´  

 P(X y / X =x , A = )     f(y/x, ) dy ,t+1 t t� ~� �� bB
cB

� �� �� ���ó  o  ´

 E(g(X ) / X =x , A = )   g(y) f(y/x, ) dy .t+1 t t � �~ � bB
cB

3.   o  o   ó      o o  ó os ´ ´ ´ ´ ´ ´2� � ��� �� ������� ����� ����� � � ���������� ���� ��� � ���� � � �� ��
��������� ��� �� ��� ���� �� ������ �� �� ��� ���� ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´  ó   s  X  ,    o   c(X ,A ,X ) .  E  o o~

t+1 t t t+1



( )  o  ó  o       o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������ �� �� ������� �� � ��� � ������ �� �������� ���� ������ �� � � �� ��� ���
�������� �� ��� ��� ��� ��� ��������� ���� �� � �� �  ���´ ´ ´ ´ ´ ´  o o     o os ó o s s s

 c(x, )  E(c(x, ,X ) / X x , A )   c(x, ,y) dP(y/x, ) .~ ~� � � � �~ ~ ~ ~t+1 t t � bB
cB

4.  A o   ó ( . . ó   3.4.2)   o  ó     o´ ´ ´ ´ ´��� �� ����� ����� � � �� ����� �� �� ��� �� � ���������� ���� � �
���� �� � �� � ��������� �� ��� ������ ��������� �� �� ��� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´o os ó o s  o     Z  ,    o   G(z) :  t

c(x, ,Z ) .  Tó     ó o s    ~ ´ ´ ´� �� � ��� ��������� � �� � �� ����� �t

 c(x, )  E(c(x, ,Z ))  c(x, ,z) dG(z) .~ ~� � �~ ~t � bB
cB

5.  O  o o  s  ´  o o s  o s  s  o´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� � � ����� � � ���� �� � ������� � ���� ����� ���� �� �� ������ ��� �
�� ����� �� �� ��� ������� ��������ó   o o  .´ ´

 
4.  E o ´s���� ��

4.1.  A o o   ´s  ´ ´�� 1� ����� 1���� �� M     ó o  o ,  ´ ´ ´�� ���������� ������� � �� � ������ ��� �

����� ���� ���� ��� �� ���� �� ����� ����� ����� ����� ����� �� �������ó    ó    ó,   1/2 .  H  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ���� ��� ������������ �� � ����� �� ����� ��� ��� �� ����� �����´ ´ ´ ´ ´ o s,   o ós o ós   o   ó  ó
� ����� � ����������� �� ����� ��� ���� ���� � � �� ���� ��� ��� ������o .  M s   o  o  o o   3  o s,   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ����� ��� ����� �� ����� ����� � �� �� ��� 
���� � � �� �� � ��
���� ��o    ó - ó, ó  o  ,  o o  o o    1.600  ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� � �� ����� �� ��� ���� � � �������� � � ������ �����.  To ó os s s o s o      o    ´ ´ ´ ´ ´
c( )  300 ( )  100  ,  ó o  :  ( ) 1 ,    1 ,   ( ) 0    0 .  To� � � � � � � � �� � ��� � � �� �~ b ~ � ~ ~
�� ����� ����� �� �� ��� �� ������� ����� �� � � � ����  ��� ��ó    o    s  ,  ,  ,   ´  ´ ´ ´ ´ ´* * *

1 2 3

������� � ������ � ������ ��� � �� ����� �� 
����o o  o ó o ó os s/ s.´ ´ ´

-����� �� � � �� ������´  o  o ´ os.

1.  X o  ´  o ´ . ́� � ��������� � �� ���� �   E  o o  o   ó     “ o´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� � ��� �� �� ���� �� ����

������ � ��������� � � �������� ������������ �� �� ���������´ ´ ´ ´ ´"  t    o  os  ó  

 x : o ós  ó - ´  o ´  o  o  ´ ´t ����� � � �� ����� ����� � � ����� � � � �� �� ��������
   o os s s s  t  o s ,  t 0,1,2,3 .´ ´ ´ ´���� � ��� �� ����� �� �� ���� ~

E o  ó   x 0     .´ ´ ´� ��� �� ����� � ������ ���������0 ~

H ó    o o  t ,   ,   o ós o ´  o     ó´ ´ ´ ´�� ���� ���� ��� ���� � � ����� ����� � ����� � � � �� �������� � �� ����t

o ,    {0,1,2,´���� �t � Ã `�

��� ��-������� �o  ´ os.  � 2������� H   o  , ó o   ´ ´ ´ ´�������� ������������ �� ������� ����� � �

P ( )  o   ó   o   k  ó -  o    o´ ´ ´ ´ ´k � ���� ��
�� ��� ����� ���� �� �� ��� �� ����� ������ � ������ �� ��� ����
����� � � � ��� � �� � ��´ o s   .  E o  o ó  ó

 P ( )      (1/2)     0,1,2 . (1)q
kk � �~ d ~4 5 �

      t 1,x          b
               P ( )          0 � Å
 t,x      t 1,x k   � b b
               P ( )         � � Å
      t 1,x   b b �

-����� �� � ��� ��� ��������� ����� ��� �� ����� ��� �� ����� ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´,   o     x x ,   o o   o  t ~
o  o      o , ó      x x ( )    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� � � �������� � � ������ � �� � ��� ��������� � ����� ��� ������t+1 t+1~
��������� �� ���� ��� � �� ������ �� �� � ����� ���� � �´ ´ ´ ´  s  (x k) ,  s o o s o o  o  ó s  P ( ) ,  k 0,1, ,  ,  b ~ Ãk

� � 0 .  



3.  ´ s o o s.´2��������� � �� �

� 2�������� ���� �� � �� �)   o os ó o s´ ´

   1600 ,  x 0    0 �� ��� �~ ~

 c(x, )  (2)� ~ H
  300 100  ,   x 0    1 .b � �� �� ��� �

� 2�������� �������� � � �� �)   o  ó o s´ ´
  1600 ,   x 0�� ~

 c(x)  (3)^ ~ H
  0 ,   x 1�� �

4.  E s B o o´ s.´��� ��� ������ � ����

 v(t,x)   min  { 1600(1 (x)) 300 ( ) 100 E(v(t+1,X ) / X =x , A = ) }
0

~ c b b b
��

� � � � �t+1 t t

    min  { 1600(1 (x)) 300 ( ) 100  v(t+1,x+k)  (1/2)  } ,
0

~ c b b b ² ³
��

� � � � �� �

k=0
k

�

  t 0,1,2 ,   x 0 . (4.1)~ �

 v(3,x)  c(x) . (4.2)^~

5.   `   E `  B o o` s./ ��� � � ���  �� � ������ � ����   o  ' `   ó  ´1������ ��� ��� ��� � ��

 v(3,x)  0 ,      (3,x)  0 ,    x 1 , (5)~ ~ ~ ���� � � ��* *
3

��� ���� ���� ����� ��� � �� � ��� ��   o o  o  ó  ´ ´ ´ ´

 v(t,x)  0 ,      0 ,    x 1 ,    t 0,1 . (6)~ ~ � ~��� � �� ���*
t

A  o ó   o o o  s o ó s  v(t,0) ,  t 0,1,2 .  E o´ ´���� � �� � �� �� � ��� ��� �� � � ���� � ���~

 v(2,0) min{ 1600 , 300 100 v(3,0) P ( ) }~ b b
(5),(4)

 � �0

  min{ 1600 , 300 100 1600 (1/2)  } . (7)~ b b d
(1),(4)

 � �

  E�� 

   h( )  300 100 1600 (1/2)  . (8)� �~ b b d �

E o  o ó , ó  � ��� � �� � ��

 h ( )  100 1600 (1/2) ln(1/2) , (9)Z ~ b d d� �

���

 h  1600 (1/2) ln (1/2)  0 . (10)Z d d �Z ~( ) � � 2



1������ ��� � �� � �� � � �� ������ ��� ��������� �� ��������� �o  o ó  ó    h( ) ,     s s   ,  ´ ´ ´ ´ o ´s ����� �
����� ����� , �� �������� ���� �� ��������� � � � ����� ����� �� ������� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ .    s s s s   ,    h( )   ó   
�������� �� ���� ��� � � �� �� ���� � � � �� � � ��� ����� �������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ s   o o  o s o     ( ó o    ).
- ����
 ��� ���� � � � ��� �� � ����� � � ����� ��� �� �o o s s o      ó o o   : h ( )  0 ,  o   ó   o´ ´ ´ ´ ´* *Z ~
�������� ���� � � � � � ������� � � �� ��� � ����� � � ��´ ´ ´ ´s s o     o  o o o    h( )   o   3,4    ~
h(3)  h(4)  800.~ ~

E o  o ó� ��� � �� �

 v(2,0)  800 , (11)~

���

 (2,0)  3    4 . (12)´� �* ~

A o  o  ó´ ´��� �� ����� ��� ��

 v(1,0)  min { 1600 , 300 ( ) 100 v(2,0) P ( ) } ~ b b d ~� � � �0

             min { 1600 , 300 ( ) 100 800 (1/2)  } ~ b b d ~
(11)

� � � �

             700 , (13)~

���

 (1,0)  2    3 . (14)´� �* ~

T os,�́�

 v(0,0)  min { 1600 , 300 ( ) 100 700 (1/2)  }  675 , (15)~ b b d ~� � � �

���

 (0,0)  2 . (16)�* ~

H  o    s s :  A   o   o     2  o .  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� ��� �� ����������  ��� ����� �� ����� ��� ��� ���� �� � ������
A  o o   1   ó - ó ,  o   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ������� � ����� �� ����� ����� ��������� ���� ������ �� ����� ��� ����
��� ���� � � �� �������� � � ������ � � ������� � � ����� ����� �� o  o     2  3  o .  A  o o   1  o   ó -´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ����� ��������� ��� ����� �� -��� ������ �� ����� ��� ��� ���������ó,   .  o   o   ´ ´ ´ ´ ´
o  o     3    4  o .  A  ó    ó   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� � � �� �������� � � ������ � �� ����� ����� ������ � �� �� �� ��� ���

���� � � ���´    1600  . .

4.2  o   o ´   E ` o  ´s  A o ´ .´1� ����� 2������� � ��� �� � 1���� �� � ����� �    As o -´���������� �

�� � �� ����� � ��� ��� �� ���������� � ��� � � �� ������ ��� �� ��� ��� o ó   1.4.1.  E o   o  o  o  o os,  o o´ ´ ´ ´ ´
ó      o o  t    s o´ ´ ´ ´ ´�� � 
����� ��� ��� ���� � ���� ��� ��� � ���

 d   3  , (1)t t~ b �

ó o      s ó o s s s  o  o  o  ó´ ´ ´ ´ ´ ´� � � ����� ���������� �� � �� ������ ��������� �� ����� �� � � ��
���� ��t

  1 ,   ó   1/2 �� ����� ����

    (2)�t ~ H
  0 ,  ó    1/2�� ����� ����



E o  o o  ó  ó  o ó      o     ´ ´ ´ ´ ´����� � �� ��� ��� �� ��� � �� ���� ��� � ����� �� ��� ���� �� ��� �� �������� �

����� � �� � ������ � 
����� ������� ��� � ��� � � �� ��� ������ ���� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´, ó   o   ,   o o ós o o, ó  ,  
�� ������� ������ � � � �� � ���� � ���� ��� � � � �� ������ 
�����o   o  ó o s   2  o s  o o ó s s s (penalty´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
cost).  O    o  o  o os o   .   To o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �� ���� ��� ���� � � �� ������ ������� �� �� ���� 
�� ���� ����� ��
�� ��� ������ ��� � ������ � � �� �� ������� � ��� � ��� ��� ������ ��� � ��o o   o   o o   o o  o o ó ó o ó os.´ ´ ´ ´

-����� �� � � 1� ������´   o  o ´ os.

1)  K ´ s–A o ´ s. ��������� � �����
 X   ó   o os s ó o    t .´ ´t ~ �� ���� ���� � ��� �� ���� � �

 A   o ó  s   s ó o    t .´ ´t ~ � � ���� ����� �� ���� ���� �� ���� � �

2.  ´  o  ´ os.-������� � � ��������

i) X   X   A   d (3)t+1 ~ b ct t t

ii) 5  A   0 ,   X   A  d   4 (4)� � b c �t t t t

3.  ´ s Ko o s.´2��������� �� �

i) T o os ó o s´��� �� � �� �

2��� �� �� �� ��� ���� � � �� ������ �� � ��� �� ���´ ´ ´ ´   o  o  o os,   X x ,  A  ,    X   y ,  ot t t+1~ ~ ~

 c(x, ,y)  1 x c( ) L(d (x ))  ,~ � � �~ d b b c bt
+

��� �� ������ � ��� ��� ��� ��� ��������� ���� �� � �� �´ ´ ´ ´ ´  o o o     o os ó o s 

 c(x, )   E (c (x, , d ) / X =x ,  A = ) ~� � �~ ~t t t

            1  c( )  L   E( (dt (x+ ))  / X =x ,  A =  )~ b b d c ~� � �+
t t

            1  c( )  L   ( (x ))   P(d= ) ,~ b b d c b d� � � ��
�

+

� �. .

 c(1,1)   1 c(1)  L  ( (3 2)  P(d=3)  (4 2)  P(d=4) ) ~ b b d c d b c d ~

             1 c(1)  L  (1    2  1/2) ,~ b b d d b d 1 
2

���

 c(2,3)   1  2  c(3)  L  ( (3 5)   P(d=3)  (4 5)   P(d=4) ) ~ d b b d c d b c d ~+ +

             1  2  c(3)  0 .~ d b b

H   c( )   ó o  o o  s o s  1.4.1 .´ ´ ´ ´ ´��������� � ������� �� � � ������ �� ������ �� ����� ��

ii) T o  ó o s´������� � � �� �

    M , x 0�

 c(X )^ 4 ~ H



    0,  x 0~

1����������´ s.  1.    H   (19)  s    o  os  ´ ´ ´ ´ ´���� �� �� ����� ��� �������� � � �������� ��� �� ���

� ��� � � ����� ��� �o   o  ´ ´

 P(y/x, )  P(X y / X =x ,  A = )  � �~ ~ ~t+1 t t

   P(X +A d =y / X =x ,  A = ) ~ c ~t t t t t �

   P(x d y / X =x ,  A = ) ~ b c ~ ~� �t t t

   1/2 ,   x y 4�� �b c ~

   P(d =x  y)   1/2 ,   x y 3 (5) ~ b c ~ b c ~t � �� �H
    0  , o ´���� ������

  o  ´ ´2�������� �� ���

     t 1, y x 4  b ~ b c�

    1/2
 t,x  �
    1/2
     t 1,  y x 3  b ~ b c�

�� � ���  x    4 ,  b �

 t,x     t 1 , 0  � b
   

�� �  x    3 .b �

2.  O o ós o  o  s s  A   5   o o  o o  ´ ´ ´ ´ ´���� ���� � � ������ � �� ����� �� ����� ��� � �� ���� � ����� ���t �
����� ���� ���� ���� ���� � � ����� ��� � � ���� ���� ���� � ��� � � �������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´,    ó o   t ,  o  o ó  ó    o   5 .  A ,
o o ós  X A d   4    o o  o o    , ´ ´ ´ ´ ´���� ���� ��� ����� ��� � �� ���� � ����� ���� ����� �����t t tb c �
�����
�� ��� ����� ������ � � ����� � �������� � � � ����� � �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´      ´   X A  ,  o   ó s st tb
���� ���� ���� ���� � � ��� �� ������ ��������� � � ��� ����� �� ��� ���� ����   ó o ,  s s s  d  ,  o      ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´t

�� ���� � � ���� �� ��� ���� �� ���� �� � � ������� ���� ���� �� ���� ���s ó o ,  o os.  Y o  s ó o  ´ s s s o s,´ ´ ´ ´ ´
���� �� �� �� ������� � � ��������� � �� ������ �� � �� � ���������� ��´ ´ ´ ´ ´o   s s o  o  o os.  O ´ os ó os  o
�� ������ ��� ��� � ����� ��� ���� ���� 1���������� ����� ��� ��� � �� o  o o ó o o ó.  os , o o  ó   d   ´ ´ ´ ´ ´ t �
3   ó   1 ,     o o  ó   X A   7 ,  ó  o o ós  X  A   d   ´�� ����� ���� �� �� ��� ��� �� � �� ���� ����t t t t tb � b c �
4     ó   1 .  M    o ó   o ´ ´ ´ ´�� ������ �� ����� ���� �� ���� ���� �� �� ����� ���������� �� ��
������ ��� ���� ���� �� ������ �� ��� ������� ����� ���� , ��´ ´ ´o   o o ós  X  A  d   4      o  ó .  t t tb c �
���������� �� ��� ��� � �� �� ���´ ´ ´,  o   X  A   8 ,  ó  ot tb ~

 P(X A d 4)  P(4  d )  1/2 .t t t tb c � ~ � ~

T os,  ó  o  ó , ó  o o ós  X A d   7  ,´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� �� ��� ��� �� ��� ���� ���� �������
����t t tb c �
� �� ���� ��� �� ������� ��� � � �� � � � �������������� ���� ���������o o   o  o o ó os o o o o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� �� � � � �� ������ó o s o  o os.´



2� ����������� ���������� � �� � ���� ��� ��� ��� ������ ��� � ������ ��o o  s o o o   o  o o,  ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ��� ��� �� ��� ������ � �� � ��� ��� �� �� ���� � �� � ���o o  ó  :  X A 7 .  O o  o ó   o  o  s o s´ ´ ´ ´ ´t tb �

 D(x)  { 0,1, ,min{7 x, 5} } .~ Ã c

4.  E s B o o´ s.´��� ��� ������ � ����

 v(t,x)  min { c(x, ) E(v(X ) / X =x ,  A = ) } ~ b ~� �t+1 t t

  min { c(x, ) v(t+1,x 4) v(t 1,x 3)  ,   x 4
D(x)

  
�

� � � �� �
�

b b c d b b b c d b �1 1
2 2

  ~ H
  min {c(x, ) v(t 1,0) } ,      

D(x)�
� ��

�
b b

x 3  b ��

 t  0,1,2,3 . (6)~

T ´s ´ s.����� �������

 v(4,x)  c(x) . (7)^~

4.3.  o   A ´ s ´ s  M ´ .   ´1� ����� ������������ 2�������� �������� �c .� � ��� ���� �o   o´ ´
�� ����� ������������� �� ��������� � � ������ �� ������� ���� �� �� ó  s ós os o   o o  1 .  H o  ´´ ´ ´ ´ ´
����� �� � �� �� � � ��������� �� ��� �� �� ���� ���� � ��� ����� �� ���� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó   o  o  os  o  o  o o   ó  ,
���� ��������� �� ��� �������� ����� ���� ��� �� ��� ��� �� ���� ���� ����´ ´ ´ ´ ´ ´  ó  ó ó s. E  o o  ó    
�� ���� ���� � � � ��������� � � ��������� � � �� �� �� ���� ������ � �o s ó o   t    o  os ó o  o   o  o´ ´ ´ ´ ´
���� ���� �� ��� ��
���� �� ��� ������ ����� � � ������ ��� ��� � ������ó , o o  ó  o ó  x  ,  o   ´  o o´ ´ ´ ´ ´t

�� �� � � �� ���� � ��� �� ��� �� ���� ���� ������ ������� ���� �� �� �o s o  o o ,  o    o   o   o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����������� � ���� � ������ ���� �� � � �� ��� �� ���� �� ���� ���� � ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o o o.   O  s o s o  o    o  o o  o .
H ´   o  o   o   ó  o o,     o´ ´ ´ ´ ´�� �� �� ���� ��� � �������� �� ���� ������� ��� �� �� ���� � ��� � ������� �� �
������������ ��� �� ��� ���� ���� � ��� ��� ��� �� �� �� ���� � �� ���� ���� ��´ ´ ´ ´ ´o    o o.  A  o   ´  ó , ó    s
�� ���� ���� � � � ��� ��������� � � ��������� ��� ����� ����� �� ��� ����ó s ó o     o  os   ´s , ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ��� ��
���� �� �� ��� ����� ���� ��������o o   ó s ó s s  P  P[X j / X i]  , i,j 0,1,2,  ´ ´ ´ ij t+1 t~ ~ ~ ~ Ã
. A  o o  , ó  o   ó ó os  R ,    ´ ´ ´ ´ ´� �� ����� ��� ������������� � �� �� ������ ��� ������ � �� ��� ���� ����
�� �� ���� ���� � � � ���� ���� �������� �� ��������� ���� ��������� � �s ó s ó o  o ( o o)       0 ,  o´ ´ ´ ´
�� ��� ��� �� ���� ��
�� �������� �� �� ���� ���� � �� � � � �������� ���������o o  ó  o   o .  E s,  o  o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ��������� ���� ���� ��� �� ���� ���� � � �� ��� � �� ���� ����� � � �����   i    s o s ó o , o  ó os o s o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� �� 
�� ���� ����� �� ������ � � ������ ������������� � � � ������� � ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   c(i) .  To o o     o   o  o o
� ������ ��� ��� ��� ���� ��� � �� ���� ����� � � ��������� � � ���� ��o ó o o ó ó ó os o s o  os, ó o  o -´ ´
� ����� ��� ����� �� �� �ós o s  os    .´ ´ ´

1��� �� � ��� ��� ��� ������ �� � � �� ������ �� �� ��� � -������ � 1� ���� o o    o  o os   o o o  o -´ ´ ´ ´ ´
������ � ����� ������ �� � ��� ��� ����� �� � � ������� � ���� � �� �� ������o ,  o  o   o  o   o o   o s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ ���´ s.

1.  O  o o s o  o   o  o  os    o , ó´ ´ ´ ´ ´ ´��� ����� ��� � � ��� ��
�� �� �� �� � � ��������� ����� � ������ � � � ��
����� � ��� �� �� ��� ��� �� � ��������� ���������� ��� ������ ������ � � �����´ ´ ´ ´ ´ ´ o ó  o o  ó     x     ,  o  ót

� � ���� � � � � ���� ����� � �������� 2 ���� ��� ������ �� � � �� ������ ó  o  o  o .  '     ó  ´ ´ ´ ´ ´
�������� ����� �� ��� ��������� ���� �� ����� ���� ��� ��´ ´ ´ ´  ó    x i    x i 1 ,   ó     1 .    t t+1~ ~ b

2.  2�� ������� ������ �� � �� �� ��� ��������� ����� �� ��� ������ ���� ���� ��    o     ó  ,  s ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ����� � � ���� ����� �� �������� ����� �� ������������ �� ���� ������ ��  o    o     o  .  A ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� ��� ���������� ��� � �������� ����� � � ����� � � � � � ��������� �´ ´ ´ ´ ´  , ó  o   o ó, ó o  o ó o  o
�������� ��������� �� � � �� � � ��������� ���� ������� � � ��������� ��´ ´ ´ ´ ´ ´  ó  o ó  o   .  E ´    
�� � ��� �� ����� � � � ���� �������� � ������ �� � �� � � � ���� ������� �o o     o ó   (  o ó ) o    o´ ´ ´ ´ ´ ´



�������� �� ��� ���� �� ���� ����� � � ��� �� ��� � �� ���� ���������´ ´ ´ ´ ´ ó   s o s o ,  o s  ó  
��� ��
���� �� � � �� ��������� �� ������� ��� ��� ��� �� ���� ���� � � � ������o  ó o ó      o  o  o o,  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ������ ���������´ ´ ´  .

O s    ,    o   o o ó o,´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� �������� ��� ������� ������������ � ��������� ���� ������ ���� ��� � �� �
 ��� ���� �� ���� �� ���� ���� � �� ����� ���������� ���������� �� �� ����´   ó  o  o o     ' ó  ´ ´ ´ ´ ´
�� �� ����� ��� ���� ���� �� ��� ��� �� ������ ����� ���� ��� � � ���� � �o o .  H ó   o o  ó   ó   o o o o´ ´ ´ ´ ´
�����
 ��� ��� ��� � ��������� ���� ��
�� �� �� 2����������� ��� ����� ��´ ´ ´ ´ ´o ,     o  o .   ó   ó
���� �� � ������� �� �������´ ´ ´ ´o  o   o s.

i)  To ó os o s  c(i)  `  o   s s  i . ´ ´ ´ ´� �� ���� ����� � ���� ��� ��� ��������� �� ���������

ii)  ,�� ���� � ��� ���� ����� ��� ��� ���������  �� ������� ����   k ,  o o   P    o   s os  i .  H  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�
j=k

ij

B

�� ��� �� ���������� � � ���� ��� ������� �� � ����� ���� �� ������� � �������� ��o    o o    ó   ó   o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ��������� �� � ��� � ������ ������ �� �� ����� � � ���������� �  ó o o o  [k, ]   (  s o s),  ó o  ó o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´B
���������� ����� � ��� ��� ��������� �� ��´ ´ ´ ´ ´   o   ( o ).

-����� �� � � 1� ������´   o   o ´ os

1.  X o   K ´    A o ´ ́� � �������� � � ���� � .  O s  ,  ´ ´ ´� ������ ������� � ���������

������������ �� ��� ������� ��������� � � ���� ��
�� �� �� �� � � ���������´ ´ ´ ´ ´ ´ ó     x   o  o   o  o  os.t

E s o  ´ o  o    D(x ) {1,2} ,  ó o   ó   1  o  o ,´ ´ ´ ´ ´���� � � � � �� ���� � ����� � � � �� ���� ���� ��
�� ���� �����t ~
��� � �������������   2  .´

2.  ´ .-�������   A   x i ,    1 ,  ó    X       o´ ´ ´ ´� ��� � � �� � ����� ������ ��������� �� ����� ��t t+1~ ~

����� ���� � ������� ������� �� ��ó s ó s o   ó   P  .´ ´ ij

A   2 ,  `o  `   X 0 .� � � �� ��������� �~ ~t+1

3.  ´ s  o o s.´2��������� � �� �

  c(x ) , 1t t� ~

 c(x , ) (23)t t� ~ H
  c(x ) R , 2 .t tb ~�

-�� �����
���� �� ��� ��� ��������� �������� � � �� � ������ �������� � �� �����   o o   o  ó o s,   o ó´ ´ ´ ´ ´ ´
����� � ��
 ���´ ´o  o o .

4.  E ´   B o o´ s.��� �� ������ � ����

 v(i) c(i) min { R v(0) , P v(j) } . (24)~ b b � ��
j

ij

5.  ´   s  E ´ s  B o o´ s./��� �� ��� �� ������ � ����

.� �� ���� ��� ���� ���� �� ��� �� �� ������� ��� � ������� � �� o o   ó   ó s s  i    ii ,  o o ó os  v(i)  ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� ��� ��������� �� ��������� 1��������� �� ����� � ��� �� ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ o    s s  i .   ,  ó o   o o
� � ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� � ��� �� ���� �� ���� �� ��� ��� �� � ���� o ´  o  o ´ o ´     s s, o  ó     ´ ´ ´ ´ ´
v(i)   ó ó o s o o s  o ´  o `   v (i) ,  o  o o  ó´ ´ ´����� � �� �� �� � ���� � � ���� ��� � �� ���� �� � � � �� ���� �� ��(n)

�� ������s s ´

 v (i) c(i) min R v (0) , P v (j)  ,   n 1,2, (25.1)(n+1) (n) (n)

j
ij~ b b ~ ÃD E�� �



 v (i)  0 . (25.2)(0) ~

,�� �� ��� � � �� �� ������� ����� ��� ���  ��  n 1  o   v (i)  c(i) ,  o  ó     i   o  s os  i.´ ´ ´ ´~ ~(1)

Y o o  ó    v (i)   o  s os  i .  Tó  ó    ii   o o ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� �� � ����� ��� ���  �� �� �� �� ������� ����� ��� � ��(n)

������� �� ��� � � � ���� ����� ����� ��� ���  �� ��� �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ó    o ó   P v (j)   s o  s os  i ,   o s ó�
j

ij
(n)

��� ���� ��� �� � ����� ��� ��� ��������� � � ��� � �� � ������  (25.1)   o  ó    v (i)   o   o   i .  To o o ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´(n+1)

��� ��� ���    v(i) lim v (i) .~n ¦B
(n)

T ´ ,  o  s s o s    s ó s o  ó s´ ´ ´ ´ ´ ´ �� � � ��� �� �������� � ������ ����� ���� �������� �� ��� ���� � � � ��
�� ������� 2����������� ������ � ���o .      s´ ´ ´ ´

1� ����o   1. ´   A  o  o  s  i    ii ,  ó   s os ós  i ,  ´ ´ ´ ´ ´ -
� ���� �� � ������� ��� � �� ������� ��� ������ �����

i  ,  o os ´ ,     o  o  ó o  o o- ´ ´ ´ ´ ´� B ��� �  ��� ���� �� �� �� �������� � ������ � � ������ ��� � ��� ��� �
���� ��� � � �� � � �������� �������������� �� � ��������� � � ����� ���o  ó o s, o      o    x i ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ -

t �
������
�� �� ���� ����� ��´ ´  o    x i .-

t �

A o .´� �����    A ó   o o s  (24)  o  ó     -´ ´ ´ ´ ´� ��� ���� �� ������� � ���� �� ������ �� ������ �� ����� ����

��������� ���� ��������� ��´ ´    i ,  

 P v(j)  R v(0) . (26)� ��
j

ij � b

A o    v(i)   o  s os  i ,  ó s   o o      ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � ����� ��� ���  �� � ������ ������� � ��� ������ ��� ��� ����
j

ijP v(j) .  E  ó s o o os  ós ós, os o   i ,  o´ ´ ´ ´ ´����� � � ������ ��� ����� ������ ����� ��������� � � �

�� ������� �� ������ ���� ��� � � ������� �� �� �����o  o  s   i  o   ó   ´ ´ ´ ´ ´-

 i  min [ i :  P v(j)  R v(0) ] ,-
~ � b� ��

j
ij

ó o  o   i   o      o o o o o o  ó. - ´ ´ ´ ´ ´� � � ���������� �� �� �� � �� �� ���� ��� � ����� ���B

4.4.  E os  o ´s  o ´���� ��� �� ��� �

 (max)  E r ( ) .�N
t=0

t t�

-�������́ :

 X   (X A Y )  M ,  t 0,1, ,N 1 ,  X [0,M] ,  A Y  .t+1 t t t t t t~ c b w ~ Ã c � �
A     x  ,´ ´����� ��������� 0

ó o   Y    . . ,  y F  ,  F    s s o s.´ ´ ´ ´ ´� � ����� � � ����� �� ��� ���������� ����� ��t t t� t

E ´ .    ������� A     o ó  o  o  o o     o o  t  ´ ´ ´ ´ ´t ����� � � � ���� ��� � � � ������ � ������ ��� ������� ��� ���� �

(   (t,t+1)) ,  r ( )     o o  t ,   o ó  o s  A  ,  X   ´ ´ ´ ´�������� � �  ������ ��� ���� � ��� � � ���� ��� �� �t t t t

� � ���� ��� � ��������� ���� ���� �� ���� � � � � ����� ���� �� ���������o ó  o     s ó o   t ,  M   ó  s s´ ´ ´ ´
�������� � � � ���� ��� � � � ������� ��� �������� � � � � �� � �� �� � ����´ ´ ´ ´ ´s,  Y    o ó  o  o     ( . .  ó  o o ´ ) t

� ��������o   (t,t+1) .´

X o o o  o o ó :  b  max{a,b} ,  a b  min{ ,b} .  o ó´����� � � ��� � ���� ���� � � 2� ��� �w ~ v ~
�� ����� � �������� ������� �� ��������� �� � ���ó     o  s o s´ ´ ´ ´

 X   g (x, ,y)  (x  y)  M .t+1 t~ ~ c b w� �

4.5.  o   o ´s  ´ .´1� ����� ����� �� �������� �



 (max)  Er(X )N

-�������́

 X   ( Y (1 )Y ) X  ,   t 0,1, ,N 1 ,  [0,1] .t+1 t t t tt t
1 2~ b c d ~ Ã c �� � �

A ó o :  X   x  .´���� ����� 0 0~

E ´  .   ������� X  :    o ó   o       s ó o   t .´ ´ ´ ´t ~ � � � ���� ������ � � � ����� ��������� ���� ���� �� ���� � �

A  :   o o o ó s  X   o     ´  ó  ( . . o s).  (1- )  ´ ´t t t~ � � � �� �� � � �� ��������� ���� �� �� �������� ���� � � ��� �� �
������ ����������� �� ��������� ���� ������� �������� ���� � � � �������´ ´ ´ ´      ó  ( . .  o ós
�������� � �� �����
�´ ´  ).

Y   :    ó o  s s  i  (i 1,2)    o o  t .  A   Y 1 o  os,´ ´ ´ ´ ´i i
t t~ ~ �� �� � �� �� �������� ���� ��� ���� � � �� ��� ����
��� �� �� ��� 
����   Y 1 ,  o  .´ ´i

t �

r(x) :     (  o  ) o     o ó    x  o os o´ ´ ´ ´ ´~ � ���� ��� � � �������� � � �� ������ �� � � ���� ������ � �� ��� � �
o o . . .  r(x) 1 ,    x h ,    r(x) 0 ,    x h ,    r(x) x , (0,1) .´ ´��
 ��� 1 � �� ��� �� � � �~ � ~ � ~ �N

-�� ����� �� � 
��� � � � � ���� �� ��� �� � �� � ����� ��ó  ó  o os  . .  (Y ,Y )   s ó o o  o s  F (y ,y ) ,  ´ ´ ´ ´ ´1 2
t t t 1 2

t 0,1, ,N 1 .~ Ã c

1������ ��� �� � �������� ������� �� ��� ���� �� �� � ���o  ó     ó   s o s´ ´ ´ ´ ´

 X   g (X ,A ,Y )  ( Y (1 )Y ) X  ,  [0,1] .t+1 t t t t t
1 2
t t~ ~ b c d �

¦
� � �

4.6.  o   o ´s  ´ ´ s´1� ����� ����� �� �������� � ������� ��c

 (max)   E( r (A ) )�N
t=0

t t
1

-�������́

 X   (A  Y   (1 A ) Y  ) (X A )t+1 t
2 1 2 2
t t t t t~ b c c 1

A o s :´� �����

 A   (A ,A ) ,  A  [0,1] ,  A   x  .t tt t t t
1 2 2 1~ � �

A ó o  X  x  .´���� ����� 0 0~

E ´ .�������   X  :   o ó   o      s ó o   t ,  ´ ´ ´ ´t ~ � � ���� ������ � � � ����� ��������� ���� ���� �� ���� � �

t=0,1, ,N 1 .Ã c

A  :   o ó   o         s´ ´ ´ ´ ´1
t ~ � � ���� ������ � � � ���������� ��� ������� �� ���� ��� �������� ��
���� � �ó o   (t,t+1) ,  t 0, ,N 1 .~ Ã c

A  :   o o o ó s  (X A )  ( o ó s o  o    )´ ´ ´2 1
t tt~ c ~� � � �� �� � � ���� ������� � � � ���������� ��� ��������
� � �� ��������� ���� �� �� �������� ���� � ��� � � �� ���������o     ´  ó  .   E o s o ó  A  (X A )   ´ ´ ´2 1

t tt c
���� �� �� �������� ���� �� �� �������� ���� ������� �������� ���� ´  ó  ,   ´   (1 A ) (X A )      ó´ ´c c2 1

t tt

���� ��� ���� �´ ´   o o  t .

r (A) :     ó   o ó         o  o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´t ~ �  ������ ��� �������� � � ���� � ��� ������� �� ���� ��� �� ���� ���� �
t ,  (   (t,t+1) ) .´��������



To os  . .  (Y ,Y )   o o ó   ó o   o ó  4.4.  -´ ´ ´ ´
��� � � � � ���� � ��� � ��� �� ��� � � ���� �� �� ����� 1���1 2
t t

��� ��� � �� � �� � �� ����� ����� � ���������� ��� ����� ���o  o ó , ó  o  o s  o s A (A ,A ) ,  s s  o´ ´ ´ ´ ´
_
~ 1 2 #

�������� �� ��������ós s s  Y (Y ,Y ) .´
_
~ 1 2

4.7.  o   o o´ s´1� ����� 2����� � ����

 (min)   E ( (X A )  c A  )� �N N

t=0 t=0
t t

2 2
tc b

z �������́ 

 X   g(X ,A ,Y )  X A Y  .t+1 t t t t t t~ ~ c b

A ó o  X x  ,´���� ����� 0 0~
ó o   Y    s s  s s o s  F  .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ����� ������ ��������� �� �� ��� ���������� ����� ��t t

5 .  E o ´s    o ´   H.Y.���� �� ��� 1� ��������

E APMO H  1 .   4 , .� � ��� � � ��� ��� �� ������ ������� � ���� � � � �� �o  o  s o o os o o s o  ó o s´ ´ ´ ´ ´
����� �� ��� �� ����� �´ ´s  o .
O o o s o o   os,    o ,  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��
 ��� �� ���������� � ����� ����� � 
����� ������ ����� �� ������ ��� ��
���������� �� �� ��� ��� � ������ � � ������� � ��� � ������ ��� ��� ��� ���� ���´ ´ ´ ´  o   o  o  o o  o ó o o ó ó
� �� -�� ����� �� � 
����� ��� ����� ������� �� ���� �� ���� ���� � ����ó os.  ó   ó         o  o o, ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������
�� ���� ��� ���� �� �������� �� ������� ��� ����� ���� � � ��� �´ ´ ´ ´ ´ o ó . A ó  ó   s ós ó   N ,  o os
 ��� � ����� �� �� ������ ��������� � � ������ ���� ��� 
����� �� �����´    o  s s s o  o     -´ ´ ´ ´ ´
���������� ���� ���� �� ���� � ���� ��� ��� ������������ ��� ���������� ��´ ´ ´ ´ ´ o   o o  N .  To ó o ó    
��������� � � � 
����� �������� � ��� ����
�� ����������� ���� �� �������� � �´ ´ ´ ´ ´ ´, ó o    ´  o  s    o
�� � � ���� ����� ����� � ������� �� �� � �� �� � ��� � ���� � � ��� ���ó o ,   o   ó ó o  ó o. (E  o o o o  ´ ´ ´ ´ ´
���� ��� ���� �� 
�����o ó  s s).´
2� �� �� �� ��� ����� �� �� 
����� ��� �������� ��� �� ���� ���� � � �� ��� ��� ó  o   o  s s   s o s ó o , o o´ ´ ´ ´ ´ ´
ó   ,  ó o o  o o o  o  s s  o  -´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ����� �������� ��� �� ���� � �� ���� � �������� ���� � ������ ���� ��� � ����
�� ��� ����� ����o s ó s.
O  s ó o s s  s o  , o , o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���������� � �� � ����� �� ��� ��������� �� ����� � ����� ������ ��� � ���
 c ( )  ,    h (x) h x ,t t

2� � ���~ ~ h

ó o    , x  o o  o ó s s  o  o .´ ´ ´ ´� � �� � ���� ��
 �� � � ���� ����� �� ��� �� ����� � ������ ���
-�� ����� ��������� �� ���� � ������ � 
����� � ���� �� ���� ��� ��� ��������  o  o o    o o ,  ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������� � ��� � �� � �� �� ��� �� �� ���� ���� � � �� � � ������ �� � ���� �´ ´ ´ ´ ´ s o  o ó os  o  o  o o, ó  ó  ó  ´ ,
�� ���� ���� �� �������� ��� �� ������ � ������ � � �� �������´ s s s s , o  o o  ó os s  L(x) 5s .  ´ ´ ´ ´ ´ ~ 2

M   s  o s      o  H.Y.  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� �� ������� ����� �� 
������� �� ������ �� �� � ����� � ��������
� ������  �� � ������ ��� ��� ��� ���� ��� � �� ��� ���� �� ������ ���o  s os o ó o o ó ó ó os,  o s ´ s´ ´
����� �� �� 
����� ��� ���� �� ���� � � � ������ � � �� � �� ������� ��� � �o s s s  o s s o  o o  ó o s o s  o´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ��� � ����� ���o  o .´ ´

-����� �� � � 1� ������´   o  o ´ os .
E  o o  o  ó  o  s   o os  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� � ��� �� �� �������� ��������� �������������� � ���� � ���� ��
�������� ������� �� ��� � �������� �� ���� ���� ���� �� ���� � �´ ´ ´ ´ s,  o o ó    s ó o .
Y o o  ó    o  o o    o ó ,  o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� �� �� �� ��� �� ���� � � 
����� ��������� � �� ���� � ������ � 
����� ���
������� ���� ����� ��� ���� � ������ ��� ����� ��� ����� �� �� �������� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´,    o o  ó    . A ó  ó
������� ��� �� �� ���� �� ������� ��� �������� ����´ ´ ´ ´o  o  ó     s s.
,�� � � � �� ���������� � ����� ��������� �� ��� ��� ������ ��� ������� ��� ó o s o o   o  o o  o  o -´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ��� �� ���� ��� ������ ���  ��� � � � � ��������� � ��� �� ���� � ��ó o ó   M    m  o , ´  o  ´ o    o  ´ ´ ´
����� ���������� �´ ´ o .

2��� ��
 ��� �� � �������� ��������� � ������� ������� �� ��o o    (k,x)  o  s ó s o  ,   D   ´ ´ ´ ´ ´ k


����� ���� ��� ���� � ��� �� ��� ����� �� �� 
����� ���� ��� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   o o  k ,     p (d)   o  s s   o o  k ,  k

o o  s  o o s ó o s o o  ó   .´ ´ ´ ´ ´ ´� �� ����� ��� �� ������������ � � � � �� ��� ��� �� ����� ��������



E  o o,    o o  ,  o    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� ���� ��� �� �� ����� ��������� �� �� ��� ��� �������� � �
�������� ��� �� ��� ��������� �� ���� ���� � � ��´ ´ ´os. E , ó    (k,x) ,      (k´,x´) ,  ó o   k´ k 1,    ~ b
k N ,    k´ 1 ,    k N ,  ´   x´ x D  .  � ~ ~ ~ b c��� �� �� � k

To o  ó os   o o  o   h (x D )  5 [(D x) ]   ó o   ´ ´ ´ ´���� � � �� ��� ��� ���� � ����� �� �� � � �2 2
k kb h c b h c+ –

x  max{x,0} ,    x max{ x,0} . + –~ ~ c���

T ´  o o   o    o o s´ ´ ´ ´ �� �� � ��� �� ���� ��� ��� ���� �� ������� � ����

 v(k,x)       min    p (d) h (x d) p (d) 5 (d-x)  
0 M x
~ b h h c b h h b
� � c�

�D � �2 2
k k

d 0 d x

x

~ �

    p (d) v(k´,x d)  .b h b c� �� E
d

k

1������ ��� ��� � � � ���� � � �� ������� �� �� ���´ ´ ´ o  o  ´  o  o os  ´  Pascal.

{ o  o ´  ´ o  o ´ o   o ´  ´ .  E o ´ s´1� ����� �� ����� � ����� � ��
 ��� �� �� ������� 
����� ���� �� ��
��� � � ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� � ��� ��� ������ �� � ������o o  o  o ´  o o    ´  s o ´s´ ´ ´ ´
� � ������� � ��� � ������ ��� ��� ��� ���� ��� � ��o  o o ´ o o o o o o o os.´ ´ ´ ´
H ´  o o´ s ´  s o ´s :���� �� ������� � ���� ����� �� � ���
 v(n+1)(k,x)=Tv(n)(k,x),
o o   T  ´  o os ´s   ´ ´� � ����� �� �� �������
min{c(x,a)+bEv(k1,x1)}    }

program inventory;

{-�� ��� �������� �´ ´s }

const

 mininv=-50;      {M´  o  E }´������ ������� ���� ������
 maxinv = 200;       {M´ o E o o A o }´ ´����� ������ ��� � ����

 maxplan = 16;       {1��� � ������ ��´o os A ´ s}

 maxdem = 10;       {M´ os A os  T  Z ´ s}´ ´ ´����� ���� -���� � �� � �����

type

 cost = array [1..maxplan,mininv..maxinv] of real;

 demand  = array [1..maxplan,1..maxdem] of integer;

 prob = array [1..maxplan,1..maxdem] of real;

 dec  = array [1..maxplan,mininv..maxinv] of integer;



var

 k,i,j,hm,pl,mi,md,x,count :integer;

 v,u : cost;       {1����� -��� ��� � 1� ������� �´ s o  o ´ }´

        {O  u  ´   o ´  o ´  ,  o  v�������� ��� ��� ��� �� ������� ���
            ´ s o , o  o o ´  ´  o ´ }´��� ���� �� ���� � � �� � ��
���� ���� � ��

 d : demand;      {Z ´ }�����

 p : prob;       {1���� ���� ����� �� � ����� �o s A ´ o  Z ´ }´
 ac : dec;       {1 ������o ´}

 ans : char;

 b,e,em : real;

function max(a,b: integer) : integer;

begin

 if b > a then max:=b else max:=a

end;

{Y o o os o o s  ´  ´  o   (k,x,a) }´ ´ ´� � ���� � �� � ��� ���� ����������� �� ����

function Tua(k,x,a:integer) :real;

var h,c1:real;

 kn,i:integer;

{ Ko os ´s    o   .´ ´�� 1���� �� � � ����� � �~ 2

 Ko os A o ´ s  x  o   hm x .´ ´�� � ������� � ����� � ~ d



 Ko os E s  s  o   5s }´ ´�� ������ � ����� � ~ 2

begin

 if k<pl then kn:=k+1 else kn:=1;    {E o  ´o os}´� ���� 1��� �

 h:=0; c1:=0;

 for i:=1 to md do

 begin

  {A o o Ko os s o o }´ ´ ´����� ��� �� ��� 1��� � �

  h:=h+p[k,i]*(hm*max(0,x-d[k,i])+5*sqr(max(0,d[k,i]-x)));

  {A o o Ko os ´   E o  ´o o}´ ´ ´����� ��� �� ���� ��� � ���� 1��� �

  c1:=c1+b*p[k,i]*u[kn,max(-mi,x+a-d[k,i])];

 end;

 Tua:=sqr(a)+h+c1;

end;

{Y o o os E ´ o  Ko o s  ´  K ´ }´ ´� � ���� ������ � �� � ��� ���� ��������

function  Tu(k,x:integer): real;

var i,n,a,kn : integer;

 tr,t :real;

begin

 n:=mi-x;

 t:=1e8;



 for a:=0 to n do        {-����� 1 � ���� 1���� ��´s o o s ´s}´

 begin

  tr:=Tua(k,x,a);

  if tr < t then

  begin

   t:=tr;

   ac[k,x]:=a;

  end;

 end;

 Tu:=t;

end;

{K ´ o o }´��� 1� ������

begin

{E ´ o ´ }���� �� 2� ���� �

 ClrScr;

 GotoXY(1,1);

 write('2YNTE E TH  KO TOY  A O HKEY H : ');/ 2 2 2 2 1 . 2 2

 readln(hm);

 write('1EPIO O  ANAKYK H : ');- 2 /62 2

 readln(pl);

 write('ME I TO E ITPE OMENO A O EMA: ');, 2 1 1 1 .

 readln(mi);

 write('API MO  YNAT N TIM N ZHTH H : ');. 2 - 6 6 2 2



 readln(md);

 write('EK T TIKO  APA ONTA : ');1 6 2 1 , 2

 readln(b);

 write('AKPIBEIA IA OXIK N PO E I E N: ');- - 6 1 2 ,, 2 6

 readln(em);

 for i:= 1 to pl do

 begin

  writeln('ZHTH H  ',i,' s EPIO OY: ');2 � 1 -

  for j:=1 to md do

  begin

   write('   ');

   read(d[i,j]);

   write('  �� ����� ó  : ');����

   readln(p[i,j]);

  end;

  writeln;

 end;

 writeln;

 write('printer ? (y/n)');

 readln(ans);

 ClrScr;

{A ´s T ´s}����� ���

 for i:=1 to pl+1 do

  for j:=-mi to mi do

  begin

   v[i,j]:=0;u[i,j]:=0;

   ac[i,j]:=0;



  end;

  e:=1e7;

  count:=1;

{K ´ os B o os E ´ }´��� � � �������� �

 while e>em do         {E ´   ´  ´  ´ }������ �� ���� ���������� � ��������

 begin

  e:=0;

  for k:=1 to pl do

   for x:=-mi to mi do

   begin

    v[k,x]:=Tu(k,x);       {E ´  B o o´ s}��� �� ������ � ����

    {Y o o os ´ s ´ s o ´ }´� � ���� ��� �������� �� ������� �

    if e<abs(v[k,x]-u[k,i]) then e:=abs(v[k,x]-u[k,x]);

   end;

   for k:=1 to pl do

    for x:=-mi to mi do

     u[k,x]:=v[k,x];      {Y o o os o  ´o  ´  o ´ }´� � ���� � � �� � ������ �� ������� �

   count:=count+1;         {A os B ´ }´���� ���� �

   GotoXY (10,10); write(' count:5,' e:8:3);B  : ',    A : ',´ ´��� �������

 end;

{A o ´ }� ���������



 for k:=1 to pl do

  for i:=-mi to mi do

  begin

   writeln('a(',k,',',i,')=',ac[k,i],'   v(',k,',',i,')=',v[k,i]);

   if ans='y' then

   writeln(Lst,'a(',k,',',i,')=',ac[k,i]:3,'  v(',k,',',i,')=',v[k,i]:8:3);

  end;

end.

E APMO H  24 ,    O o os o  os o o  s O.A.  o s´ ´ ´ ´ ´�� ������� � � ������ �� � ��� � �� ������� ��
�� � ���
�� ����� .���� �� ��������� ��� � ������ �� ����� ��� ��� � � ��� �� �� ����ó .     o  ó s o o ´    ó´ ´ ´
�� ��� � ��������� �� �������� ��  �� ����� ��� ��� � � ���� ���� �����ó .  O  s s s  ´ s s o o ´    ´ ´ ´ ´ ´ ´
���������� �������� ������ ��������� �� ���� ������ ������ ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s s s s  D  ,   o s  o s  p (d).  k k

O  s s ó s  o o  ó  o  o  s os ´ ´ ´ ´ ´� ��������� ���� � �� ��� ��� �� ����������� ���� ���� ����  �� ���
����� �� �� �� � �� �� � � ��� �� �� �� ���� ����������o  ó ó o  ó o, ó s  o o o o .´ ´ ´

H    o  o o ó       100  ´ s -´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���������� ��� ���� ���� ����� ��� ��� � ������� ��� ���� ��� �������  �� ���
����� �� ��� ������������ ��� ��� � ��� � �������� �����  �� ��� ��� � � ���s o   o o ó. E      100  ´ s o o o  ´ ´ ´ ´
��� ���������� ���� ���� ����� ��� ��� � �   o s o o o .´ ´ ´ ´

K  o o ós o   o  o o  150 ´ s o ,  o os  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� ��� ��� � �� ��� �� � ������ � � ��  �� � ���� ��� �� ��� ���� ����
��� � � �� � � ��� ��� � � ���� �� �� ��� �������� ��� �� � ��� � � � �´ ´ ´ ´ o o ó  r   o o ´  o  o    o o s ó o s. To
� � �� ��� ����� ����� ������ ��������� �� � �� � � ����� �� ����� �o o ó ó  s  , s o o s ó s  o   q(r)   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ��� �� �� �� ���� ���� � � ����´ ´ ´  ó s s o s ó o s ( s).

H  o o   o    o  o o o s,  ó  o os´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�������� �� � ���� ��� � ������ �� ��� �� ���� ��� ��� � � ���� ��� ������
�����  � � ������� � � ����� ��������� ������� �� ��������� ����� ��� ����������ós ´  s o   s  s s s  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ���� � ����� ��� ��� ��� � � ��� ����
 ���� ��� ����  ��o  , o  o s o o o  ´s o  ó s ´ s.´ ´ ´ ´

To o ó os      R     o o ó    R     ó´ ´ ´ ´ ´������ � �� ��� ��� �������� ����� ��� ���� ��� ��� � ��� ��� ���� ��1 2

���������� ��� ��� �´  o o ó.

O  o    ´ s s  s  ó s s´ ´ ´ ´ ´ ´��� ��� �������� 
����� ��  �� ����� ��� �������� ���������� �� �� ���������
 �� ������� � �� � ������ �  �� ������ ���� �� ���� ����� ����� ���� � �´ s s, ó  o  o  ´ s o    ó  o´ ´ ´ ´
�� ���
�� ���� �������� ��� ����������� � � ��� ���� ������ �  ��o     o o ó  s    o  ´ .´ ´ ´ ´ ´ ´

Z     o  o  o  o o  o ó o o ó´ ´ ´ ´ ´������� �� ������ � � ������ �� ����� � � � ������� � ��� � ������ ��� ��� ���
���� ��� � �� �� �������� ��� ����� �� ���������� ����� �� ��� �������� ���ó ó os s s,  o ( o  o) o ó , ´ ´ ´ ´ ´
��� ���� �� ����� �� 
����� ��� ���� �� ���� �� ���� � � ������� �� ��� � � o s o s s  o s s s ó o  s  ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ �´   R  , R  , s .1 2

Z  s    o  o    o    s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� ����� �� ������ � � ������ �� ����� � ���� ������ �� � � � ���������� ��
��� ��� � � ������� �� ����o o o   o s.´ ´ ´ ´



-����� �� � � 1� ������´   o   o ´ os

2� �������� ��������� �������������� � ���� � ���� �� �������� ������� ��o  s   o os  k   o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
(  o s)  o ós o o ´   x    s ó o .  ´ ´ ´ ´������ ���� ��� ����� ��� ��� � � ���� ���� �� ���� � � 2��� ������ ��
� � � ���������� ������� �� ���� ���� ��������� ������ �� ���������� ��� �����o     o s,       o ós´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ��� ��� � � � � �� �� ������� ��� ��� ���� ���������� o o ´  o  o  ´    s.´ ´ ´ ´

,�� � ����� � � � � � ��������� � �� � ��� �� ��� ��� ��� ��� ���������� o os o  ´ o   o o   o   s .  O´ ´ ´ ´ ´ ´
����� � � ��� ��� � � �� ���� ���� � ��� ����� ��������� �� ��������� ��� �� ós  o o ´   x    o o   o    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ � � ��������� �� � ������ ����� ����� � �  � � ����� � � �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´  M , o   ó o o ó ó  ´  s o  o  
�� ��� �� ��� �� ���� � ��� � � ������ ���� � �� �� �� � ��
���� �� �� ��� ���� � �o o  o  o o,  o    o   o o  ó  o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ������o os.´

K   , o o ´ s o  o ó s o s  1 ,    N 12 ,  o   ´ ´ ´ ´��� �� ���� �� � �� ��� � � ���� ���� �� ����� �� �� �� ���~
x´  r (x ) ,  ó o     o ós o o ´  o  o o   o o  k .  ´ ´~ h b � � � � ����� ��� ��� � � � � �� ������� ���� ��� ���� �
E s, o   “ "  ´  s, o os ós o o ´  o´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� � ����������� �������  � � ����� ������ ����� ��� ��� � � � �
�� � �� �� �� ����� �� ��� ��
���� � � �� �� ����� ���� � � �� �� � ���o o   o o  o  ó o ó s ó s o  o  o  ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� ��� ��� � � �� �� ��������� �� ��� ������ ��� � � �´ ´ ´ ´o s o o o   s o . E   ´s  0 [150x/100] ,  ó o� �
�� ���� ��
 ��� � ������ ��� � � ���� �  [x]  o o  o o os o  o   x .  ´ ´ ´ ´

H   o o s ´ ´ ´���� �� ������� � ���� �����

 v(k,x)        min  R x R p (d) s (150x 100 d)
0 [1.5x]
~ b b h h c c b
� ��

� �D 1 2 k
d
�

  q(r) v(k´, r (x ))  .b h h h b� ��
r

E

{ o  ´ o  o ´ o   o ´  ´ .  E o ´ s o o´ ´1� ����� ����� � ��
 ��� �� �� ������� 
����� ���� �� �� ��� � �
���� ��� � �� ������� � �� � � ��� � ��� ��� ������ �� � ������ � �o  o ´  o o    ´  s o ´s o´ ´ ´
������� � ��� � ������ ��� ��� ��� ���� ��� � ��o o ´ o o o o o o o os.´ ´ ´ ´
H ´  o o´ s ´  s o ´s :���� �� ������� � ���� ����� �� � ���
 v(n+1)(k,x)=Tv(n)(k,x),
o o   T  ´  o os ´s   ´ ´� � ����� �� �� �������
max{c(x, )+bEv(k1,x1)}�  

program OA_stoch_version;

{-�� ��� �������� �´ ´s }

const
 maxn    = 280;         {M´ os A os A o o }´ ´����� ���� �� ��� � �
 maxplan = 16;         {M´  ´o os A ´ s}������ 1��� � ������ ��
 maxdem  = 10;        {M´ os A os  T Z ´ s}´ ´ ´����� ���� -���� � �� � �����

type
 cost = array [1..maxplan,0..maxn] of real;
 demand  = array [1..maxplan,1..maxdem] of integer;
 prob = array [1..maxplan,1..maxdem] of real;
 dec  = array [1..maxplan,0..maxn] of integer;



var
 k,i,j,pl,ma,md,x,count :integer;
 res : array[1..4] of real;          {1 � ��� ��� �� � � � � ���� �� ����o o ´  o o  o  ´ o   (4 ´s)}´
 q   : array[1..4] of real;           { 1����o s  ´  o o }´ ´���� � � ������� � � �� �
 v,u : cost;        {1����� -��� ��� � 1� ������� �´ s o  o ´ }´

        {O  u  ´   o ´  o ´  ,  o  v�������� ��� ��� ��� �� ������� ���
            ´ s o , o  o o ´  ´  o ´ }´��� ���� �� ���� � � �� � ��
���� ���� � ��
 d : demand;       {Z�́����}
 p : prob;        {1����o s A ´ o  Z ´ }´���� ����� �� � ����� �
 ac : dec;        {1o ´}������
 ans : char;
 b,e,em,cm,rsal,edsal : real;

function max(a,b: integer) : integer;     {M´ os ´o ´ }´����� �� ������ ������ �
begin
 if b > a then max:=b else max:=a
end;

function maxar(d1:demand) :integer;   {E ´  o  ´   s o s s´ ´����� � � ���� �� �� ������ ����  ��
    ´ s}�����
var m:integer;
 i,j:integer;
begin
 m:=0;
 for i:=1 to pl do
 for j:=1 to md do
  if d1[i,j]>m then m:=d1[i,j];
 maxar:=m div 150;
end;

{Y o o os o o s  ´  ´  o   (k,x,a) }´ ´ ´� � ���� � �� � ��� ���� ����������� �� ����

function Tua(k,x,a:integer) :real;
var h,c1:real;
 kn,i:integer;
 begin
  if k<pl then kn:=k+1 else kn:=1;    {E o  ´o os}´� ���� 1��� �
  h:=rsal*x+edsal*a; c1:=0;

  {A o o Ko os s o o }´ ´ ´����� ��� �� ��� 1��� � �
  for i:=1 to md do
  h:=h+cm*p[k,i]*max(0,150*x-100*a-d[k,i]);

  {A o o Ko os ´   E o  ´o o}´ ´ ´����� ��� �� ���� ��� � ���� 1��� �
  for i:=1 to 4 do
  c1:=c1+b*q[i]*u[kn,trunc((1-res[i])*(x+a))];

  Tua:=h+c1;
 end;



{Y o o os E ´ o  Ko o s  ´  K ´ }´ ´� � ���� ������ � �� � ��� ���� ��������

function  Tu(k,x:integer): real;
var i,n,a,kn : integer;
 tr,t :real;
begin
 n:=trunc(1.5*x);     {M´ os A os A o o  o  o ´  o o ´ }´ ´����� ���� �� ��� � � � � �� ��� �� �� ����� ��
 t:=1e8;
 for a:=0 to n do          
 begin
  tr:=Tua(k,x,a);
  if tr < t then
  begin
   t:=tr;
   ac[k,x]:=a;
  end;
 end;
 Tu:=t;
end;

{K ´ o o }´��� 1� ������

begin

{E ´ o ´ }���� �� -�� ��� �

 ClrScr;
 GotoXY(1,1);
 write('MI O  AEPO YNO OY:  ');2. 2 2 -
 readln(rsal);
 write('MI O  EK AI EYOMENH  AEPO YNO OY :  ');2. 2 1 - 2 2 -
 readln(edsal);
 write('1EPIO O  ANAKYK H   ');- 2 /62 2
 readln(pl);
 write('KO2TO  Y EP PI N ANA PA TH H  :  ');2 1 6 6 6 1 2 2
 readln(cm);
 write('API MO  YNAT N TIM N ZHTH H  ');. 2 - 6 6 2 2
 readln(md);
 write('EK T TIKO  APA ONTA  :  ');1 6 2 1 , 2
 readln(b);
 write('AKPIBEIA IA OXIK N PO E I E N  :  ');- - 6 1 2 ,, 2 6
 readln(em);

 for i:= 1 to pl do
 begin
  writeln('ZHTH H ',i,' s EPIO OY : ');2 � 1 -
  for j:=1 to md do
  begin
   write('   ');
   read(d[i,j]);
   write('     ME I ANOTHTA : ');1 .
   readln(p[i,j]);
  end;
  writeln;

 end;



 writeln (' O O1 2 2TA AEPO YNO N OY APAITOYNTAI :');2 -6 1 1
 for i:=1 to 4 do
 begin
  write('  ',i,'.  '); read(res[i]);
  write('    M readln(q[i]);E I ANOTHTA : '); 1 .
 end;

 writeln;
 write(' (y/n)');EKTY H A OTE E MAT N ; 162 1 / 2 6
 readln(ans);

{A ´s T ´s}����� ���

 ma:=maxar(d);
 for i:=1 to pl do
 for j:=0 to ma do
 begin
  v[i,j]:=0;u[i,j]:=0;
  ac[i,j]:=0;
 end;
 ClrScr;
 e:=1e7;
 count:=1;

{K ´ os B o os E ´ }´��� � � �������� �

 while e>em do         {E ´   ´  ´  ´ }������ �� ���� ���������� � ��������
 begin
  e:=0;
  for k:=1 to pl do
  for x:=0 to ma do
  begin
   v[k,x]:=Tu(k,x);               {E ´  B o o´ s}��� �� ������ � ����
   {Y o o os N´ s A ´ s o ´ }´� � ���� �� ������� 1� ������� �
   if e<abs(v[k,x]-u[k,i]) then e:=abs(v[k,x]-u[k,x]);    
  end;
  for k:=1 to pl do
  for x:=0 to ma do
  u[k,x]:=v[k,x];                            {A ´ ´ s  N´ s o ´ s}����� 1���� ��� �� 1� �������
  count:=count+1;
  GotoXY (10,10); write(' count:5,'   e:8:3);BHMA : ', AKPIBEIA : ',
  end;

{A o ´ }� ���������
 for k:=1 to pl do
 for i:=0 to ma do
 begin
  writeln('a(',k,',',i,')=',ac[k,i],'   v(',k,',',i,')=',v[k,i]);
  if ans='y' then



  writeln(Lst,'a(',k,',',i,')=',ac[k,i]:3,'      v(',k,',',i,')=',v[k,i]:8:3);
 end;
end.

E APMO H  3 .4 ,   As ` o  o ` s `o  o o`  `  o `�� � �� ��� � �� � �� ����� ��� ���� � � ������ � � �����  �
���� ����� ������ �� � ���` s ` , . Katehakis and Derman (1984), Katehakis and Melolidakis (1988),
Katehakis and Derman (1989).  E  `  o`  o `  `o  N  o `  ( .  o-�� � ������ � � �� ���� ���� �� �� ��� �� � � ��
���� ����� ���� ���� � �����  �� � �� ��� �� ������ �� �������� �� � ����� �` ) o `  ` s `  `o  `  `os ` o  o`   
R  o `  ` s.  T  o `  o  ` os   ` o o o  `o o� � �� � ���� ����� � �� ��� �� � � ���� ���� �� �� � �� � � � �� � �
���� �� �� �� ��� ��� ������ � � ���� ��� �� � � �� � ���� ��� �� � � �` o  ` s  `   o `  o s.  O `o os o ` s, ` s
�� ��� � � �� ��� � � � ���� � �� ���� �� �������� � � � �� � ��� � ������� �` , o  o ` o   i  `  `  `  `  o  o o `  `
����� � � �� �� �� � ��� ����� � ���� � � ��� ����� �� �� �o `   `  ` o     ( 1 i N ) .  E ` o  `o  `o  o `o osi � �
���� ��� �� � ��� �� ��� � � ����� ���� ������� �� ��� ��� ������ � � �� ��� ����o ` s `  o ` o  `  ` os `o  `  o  ` o
�� �� � ��� �� ��� �� � � ���� ���� � ���� ��� ���� �� ��� �� �� � �� �� `o o  o `  o  ` os.  M  o o`  o `  o o`  
����� �� � �� �� �� � � ��� ���� ����� ��� �� � � � ������ ���� �� � ���o o` , `o s o ` s ` s,  o `o os o  `  `  
����� �� �� � � �� ��� � � � ���� � �� ���� �� �������� � � � �� � ��� � ������� �`o  o  o ` o   i  `  `  `  `  o  o o `  `
����� � � �� �� �� � ��� ����� � �� � �� � ��� ����� �� �� ��o `   `  ` o     ( 1 i N ) .  M `  `o `  `o  i � �
�� ��� �� ������� �� ���� ��� ���� ����� �� �� � �� ��� �� �� � � � ����o `  ` o   o` .  T` os, o ` o  `o  o `o os o  -
�� ���� �� � ��� ����� � � � �� � � ��� ���� ����� �� ��� ������ �� �� ��� � ��`  `   o `   ` s o ` s ` s `o `  ` o o ` o 
`  ` o `  ` os.  O  o `os   o o`  o `  `��� ��� � ���� �������� � ��� ����� � � �� ���� ��� ��� � �� ��� � � � ����
����� ���� �� � � ����� � � ���� ���� � � � �� � ���� ����� � �� �� ���� ��` os `o o  `o  `  o `  ` s `o  `  
���� ��� � � �� � �� � � � �� ���� ��� ��� � �� ��� � � ��� � �� �� ������ �� �` `  o o ` o o   o o`  o `   o o`   o`  o
� � ��� ���� ����� 
�� ���� � ���� �� �� ��� ����� � ��� ��� �� �� � ��o ` s ` s.  To o` o `   o o `  ` s `o s `  s
�� � ���� ���� � �� � ����� � � � ������ � �� � ��� � ��� �� � �� �� � �� ���o ` s `s ( `  o ` ) o  o o `  `  ` o `o o s `   -
� ��� �� � � ���� ���� �� � ��� �� � �� � � ���� � ��� �� �� ����� ���o `  o  ` os.  E  ` o `o o s o`  `  `o  o `o  `o
� ���� � �������� ���� � � �������� � � ��
���� ��� � ������ ���`   ó  (availability) o  os o  o   o ó o´ ´
� � �� � � �� � � � � � ������� ��������� �� ���� ����� �� � �� � ���� ��� ��o o ó o  ó o  o  o    o  ( ` os `o os o ` s´ ´ ´
� � ���� ����o  ` os).
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3.  ` s A `o o s.2����� ���� � � ��   o ` o  `o  o ` o `o o s o`  s `-�� � �� � �� � � ��� �� � �� � � �� ������ ����

� ���� � �������� ���� � � ���� ���� ��� � �� � � ���� � �� � �� � ��� �� �`   `o  o  ` os  ` o o, `  ` o o  o`  `o  
�� �� ��� � � � �� � �� � �
���� �� �� ��� ������ � � � � � ���� ���� �� �` o  o `   `o o s o `  `o  `  o ` s o  ` os `
� ���� � �� �`   ` s

 r( ) r( )/q( ) (1)x x x~

`o o   (1)  `   r( )  `  s ` s  1  `   0  ` o   o `  `o o� � ���� � ��� ������ �� ����� �� ��� � � �� �� �� �� � ��� � � �x
��� ��� ������ � � ������ ��� � �� � ���� ���� � � �� �� ��� ����� ���� �� `     o `  ,  ` o o, o `  `  `o  ,  ` o  `  x
� � � ����� �� � �� ������ ��� �� � ����� � � ��� ��� ������o  `o o  q( )  ` o  `o  o `o os `o os o ` s  `     x x
� ���� �� �� ��� � ����� �� `  ` os   1/q( ) ,  ( . ( ) ` ).x
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� ���� ��� ����  ��� � ���� � �� �o` s ( . ` s (3.5), (3.6)) `  o  ` s

 ( )  max ((1 , ))+  x ((0 , )) /q( )  , (2)
D( )

� � � � �
�

x x x x
x

~
�

D4 5 E� �
j�� j j k k k

N
1

 ( )/q(x) d( )  max r( ) d((1 , ))+  x d((0 , )) /q( )  . (3)
D( )

� � �
�

x x x x x x
x

b ~ b
�

D 4 5 E� �
j�� j j k k k

N
1

`o o   (3) ` o  `  o  ( )   o  `o o  q( )  ` o  `o  o `o os� � ��� �� ��� ����� ���� � � �� � � � ����� �� � �� ������ ���x x
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O  `o s o o ` s - o `  `  ` s o  `o o  `   o-� �� ���� ��� � � ���� ������ � � � ���� ������ � � � ����� 
 ���� ���� � �� ��
�� ����� � � � �� � � � ���� �
 ��� 2�������� ��� � ������� �� ��� �� � ����� �`  o  ` o s o  ` o .  ` , s ` o  `o  o ` s
� � �� �� �� � � ��� ���� ����� ������� � ���� ��  �� ��� �� �� ���� ��� ����o  ` o  o ` s ` s o o` s `  ` o   o o`
�� ��� �� ��� � ���� � ������� ��� 1 � � �� � � � ���� ���� �� �� �� � ��� �o `   `  ` s, `     o ` o o o  `  `o s s `o o s o-0
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O  (6) o o ` o  ` s o  o o`   `   o o `o o o s� � � �
 ���� ����  ��� � � ������ �� �� ���� �������� �� �� � � � �� �
���� � �� � ������ � � ���� �� ����� �� �� ������o` s (uniformized Chain), `  o o `  o `  `o .
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 ��� �� ��� ��� �� � �o  o o` .  E ` s ` o   `  `o o   R 1.~

2.  o `o , o o `   ` o os  o `  o `  o ` o2� �� ������ ������ � �� ���� � � �� � � � ���� ���  � �� ���� ��� � �� �  �
� � � �����  � ��� ��� �� ����� � � o `    `   (6).



3.  o `o ,   o `  o o`  o ` o   `  o2� �� ������ ��� ��� � �� �� ���������� � ���� � �
 ��� ��� ��� ������ � �
���� ���� �� � ������� ����� � � ������ ��� � ���� ��� ������ �� ��` os  o `o `o o  o `   `   x   
�� � �� ��� ��� ������ �����` o   `o `o.

K ´ s o os ´  FORTRAN´ ���� 1� ������� ,� ���c

C  maintenance of a series system by a single repairman

C  solution of dp equations

  program series

  parameter(n1=10,nn21=2**n1)

C  n   : number of components  (each can be either in state 0 or 1)

C  nn2  : number of states

  real g

  real h(nn21)

  integer*2 pol(nn21)

  real am(n1)

  real al(n1)

  integer is(n1)

  real p(nn21,n1)
 real r(nn21)

  real x(2,nn21)

  real d(nn21)

  integer ind(nn21,n1)

C  am    :    failure rates

C  al    :    repair rates

  integer rn,ch,n,nn2



  character fname1*10,fname2*10

  common n,nn2,ru,rn,err,ch

C  DATA INPUT

  write(*,'(a,$)') ' number of components (<=10) : '

  read(*,'(i3)')   n
  write(*,'(a,$)') ' input k : '

  read(*,'(i3)')   kk

  nn2=2**n

  write(*,'(a,$)') ' filename of input data : '

  read(*,'(a10)')   fname1

  open (1,file=fname1,status='old')

  do 5 i=1,n

   read(1,1100) al(i),am(i)

5  continue

1100  format(f5.2,2x,f5.2)

  write(*,'(a,$)') ' uniformization factor : '

  read(*,'(f6.2)')  ru

  write(*,'(a,$)') ' filename for results : '

  read(*,'(a10)')   fname2

  open (2,file=fname2,status='new')

  write(*,'(a,$)') ' approximation in value determination : '

  read(*,'(f6.4)') err

C  INITIAL VALUES

  data g/0/,h/nn21*0/

  rn=0

  do 60 i=1,nn2-1

   call dectovec(n1,i-1,is)



  nk=0

  do 63 j=1,n
   if(is(j).eq.1) nk=nk+1
63  continue
  if(nk.ge.kk) r(i)=1
   do 65 j=1,n

    if(is(j).eq.0) then

     pol(i)=j

     goto 60

    endif

65   continue

60  continue

C  MAIN  LOOP

40  ch=0

  rn=rn+1

  call vdet(n1,nn21,is,p,r,x,d,ind,g,h,pol,al,am)

  call pimp(n1,nn21,is,r,g,h,pol,al,am)

  if(ch.eq.0) then

   goto 18

  else

   goto 40

  endif

C  OUTPUT

18  write(2,'(a,$)') ' failure rates : '

  do 50 i=1,n

   write(2,1000) am(i)

50  continue



  write(2,*)

  write(2,'(a,$)') ' repair  rates : '

  do 51 i=1,n

  write(2,1000) al(i)

51  continue

  write(2,'(1x,''optimal policy  :  g='',f6.4)')  g

  write(2,*)

  write(2,'(1x,''components'')')

  write(2,*)

  do 55 j=1,n

   write(2,'(1x,i1,$)')  j

55  continue

  do 70 i=1,nn2

   call dectovec(n,i-1,is)

   do 75 l=1,n

    write(2,'(1x,i1,$)') is(l)

75   continue

   write(2,1020) pol(i),h(i)

70  continue

1000  format(2x,f6.2,$)

1020  format(1x,'       a='i2,'       h=',f7.3)

  end

C  END OF MAIN PROGRAM

C  Value Determination Procedure

  subroutine vdet(n1,nn21,is,p,r,x,d,ind,g,h,pol,al,am)



  integer rn,ch

  common n,nn2,ru,rn,err,ch

  real g

  real h(nn21)

  integer*2 pol(nn21)

  integer new,old

  real al(n1)

  real am(n1)

  integer is(n1)

  real p(nn21,n1)
 real r(nn21)

  real x(2,nn21)

  real d(nn21)

  integer ind(nn21,n1)

  icount=0

C  Computation of the coefficients in the recursive equation  g  h = r + A hb

  do 100 i=1,nn2-1

   p(i,1)=al(pol(i))/ru

   ind(i,1)=i+2**(pol(i)-1)

   d(i)=al(pol(i))

   k=2

   call dectovec(n1,i-1,is)

   do 110 j=1,n

    if(is(j).eq.1) then

     p(i,k)=am(j)/ru

     ind(i,k)=i-2**(j-1)



     d(i)=d(i)+am(j)

     k=k+1

    endif

110   continue

   do 117 j1=k,n

    p(i,j1)=0

117   continue

100  continue

  do 112 j=1,n

   p(nn2,j)=am(j)

   ind(nn2,j)=nn2-2**(j-1)

112  continue

C  Succesive Approximations for the solution of  g  h  r  A hb ~ b

  do 120 i=1,nn2

   x(1,i)=0

   x(2,i)=0

120  continue

  old=1

  new=2

C  Computation of the New Approximation

125  icon=0

  do 130 i=1,nn2-1

   x(new,i)=r(i)/ru

   do 140 j=1,n



    if((p(i,j).eq.0).or.(ind(i,j).eq.nn2)) goto 140

    x(new,i)=x(new,i)+p(i,j)*x(old,ind(i,j))

140   continue

   x(new,i)=x(new,i)-x(old,nn2)/ru+(1-d(i)/ru)*x(old,i)

C  Convergence Test
   if(abs(x(new,i)-x(old,i)).ge.err) icon=1

130  continue

  x(new,nn2)=1

  do 150 j=1,n

   x(new,nn2)=x(new,nn2)+p(nn2,j)*x(old,ind(nn2,j))

150  continue

   if(abs(x(new,nn2)-x(old,nn2)).ge.err) icon=1

   if(icon.eq.1) then

   ii=old

   old=new

   new=ii

   icount=icount+1

   goto 125

  endif

  g=x(new,nn2)

  write (*,2000) rn,g,icount

2000  format(1x,'n=',i3,'     g=',f6.4,'     after ',i4,' iterations')

  h(nn2)=0

  do 160 i=1,nn2-1

   h(i)=x(new,i)

160  continue

  return



  end

C  Policy Improvement Procedure

  subroutine pimp(n1,nn21,is,r,g,h,pol,al,am)

  real g

  integer rn,ch

  real h(nn21)

  integer*2 pol(nn21)

  real al(n1)

  real am(n1)

  integer is(n1)

  common n,nn2,ru,rn,err,ch

  ch=0

  do 600 i=1,nn2-1

  cm=0

  sm=r(i)/ru

  smx=-1e30

  mx=0

  call dectovec(n,i-1,is)

  do 610 j=1,n

   if(is(j).eq.0) goto 610

   cm=cm+am(j)

   sm=sm+am(j)*h(i-2**(j-1))

610  continue



C  Computation of Maximum Right Hand Side for All Alternative Decisions

  do 620 j=1,n

   if(is(j).eq.1) goto 620

   smt=(al(j)*h(i+2**(j-1))+sm)/ru+(1-(cm+al(j))/ru)*h(i)

   if(smt.gt.smx) then

    smx=smt

    mx=j

   endif

620  continue

C  Check of Optimality  (The action is otpimal if it attains the maximum computed above.)

  if(abs(g/ru+h(i)-smx).gt.err) then

   pol(i)=mx

   ch=1

  endif

600  continue

  return

  end

C  Decimal to Vector State Conversion

  subroutine dectovec(n1,i,is)

  integer is(n1)

  common n,nn2,ru,rn,err,ch



  do 800 j=n,1,-1

   is(j)=i/2**(j-1)

   i=i-is(j)*2**(j-1)

800  continue

  return

  end

E APMO H  4 .   4 , E ´ o   ó  FORTRAN o  o o   ´ ´ ´ ´� ��� ��� ��� �� ������ � � �� � ��
�� �� ��������
� ������ ��� � �� ����� � � ����� � ��
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�� �� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� � -����� �� ��� �� ��� ��� ��  o o  o ´  o  o ´ o ´ .  o   o  ´ ´ ´ ´ ´
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H o  o  ó o  o  FORTRAN, ó  o o  o´ ´ ´ ´ ´ ´����� �� �� �������� �� �� ��� ����� �� �������� �� �� � �� �
�� � �����
�� �� ��� ���� � � ����� ������ � ��� � � ���´ o   o  o   o s  (  p(j/i, )    r(i, ) ,  i,j S , D(i) ) ,   ´ ´ ´ ´ � �
�� � � ����� �� ��� ����� �� � ������ ����� 
�� � � ��� ���� � � ���� ��� � o o    o , ´  o o ó  o  o o  o ´´ ´ ´ ´
�� ������� � ������ � � ��� �� ������ ���� � � �� �� ���� � ����� �o  o o ´ s  ó  o  o o o  o .´ ´ ´
To o  ó   s s o o ó   ó  o o´ ´ ´ ´ ´ ´��
 ��� �� �� �������� ������ � ������ �� ������ ����� ����� �� �� ���� ����
��� ��� ������� �� ������ � � � ��� � �� �� �� �������� � �������� ���� ��   o  o  o  s ´ s s  s o s.´ ´ ´ ´ ´ ´ ´

C  PROGRAM  I  :  INPUT OF DATA
C  Succesive Aproximations:  Write  P(I,J,K) ,  R(I,K)  TO DISK

  DIMENSION P(100,100,10),R(100,10)
  OPEN(3,FILE='SA.P1',STATUS='NEW',ACCESS='SEQUENTIAL')
  OPEN(4,FILE='SA.R1',STATUS='NEW',ACCESS='SEQUENTIAL')
  WRITE(*,89)
89  FORMAT(2X,'PLEASE INPUT DIMENSIONS N, K')
  READ (*,12) N,L
12  FORMAT(I3,I3)
  WRITE(*,99)
99  FORMAT(2X,'PLEASE INPUT DISCOUNT FACTOR')
  READ (*,14) D
14  FORMAT(F6.4)
  WRITE (*,13) N,L,D
13  FORMAT(2X,'N=',I3,'L=',I3,'D=',F5.3)
  WRITE (3,23) N,L,D
23  FORMAT(2X,2I3,F6.3)

C Input  P (k)  for states i,j and decsions k.ij

  DO  102 K=1,L
   DO 103 I=1,N
    DO 104 J=1,N
     WRITE (*,201) I,J,K
201     FORMAT(1X,'Input P(',I3,','I3,',',I2,')')
     READ (*,202) P(I,J,K)
202      FORMAT(F10.3)
     WRITE(3,212) I,J,K,P(I,J,K)
212     FORMAT(3I3,F10.3)
104    CONTINUE
103   CONTINUE
102  CONTINUE

C Input  R (k)  for states i and decisions ki

  DO 105 K=1,L
   DO 106 I=1,N
    WRITE (*,301) I,K
301    FORMAT(1X,'Input R(',I3,',',I2,')')
    READ (*,302) R(I,K)
302    FORMAT(F10.3)
    WRITE(4,312) I,K,R(I,K)
312    FORMAT(2I3,F10.3)
106   CONTINUE
105  CONTINUE
  DO 402 K=1,L
   DO 403 I=1,N
    DO 404 J=1,N
     WRITE (*,241) I,J,K,P(I,J,K),I,K,R(I,K)



241     FORMAT(1X,'P(',I3,','I3,',',I3,')=',F7.2,4X,'R(',I3,',',I3,')=',F7.2)
404    CONTINUE
403   CONTINUE
402  CONTINUE
  STOP
  END

C  PROGRAM  II :  SOLUTION OF THE OPTIMALITY EQUATIONS

C  Suceesive Approximations for the Expected Discounted Cost

  DIMENSION V(20),W(20),P(20,20,10),MK(20)

  REAL A,AA,R(20,10)

  OPEN(3,FILE='SA.P1',STATUS='OLD',ACCESS='SEQUENTIAL')

  OPEN(4,FILE='SA.R1',STATUS='OLD',ACCESS='SEQUENTIAL')

  OPEN(5,FILE='SB.t1',STATUS='NEW',ACCESS='SEQUENTIAL')

  REWIND 3

  REWIND 4

  IJ=0

C  Data Input from the created files

  WRITE(*,89)

89  FORMAT(2X,'PLEASE INPUT MM')

  READ (*,12) M

12  FORMAT(I2)

  READ (3,23) N,L,D

23  FORMAT(2X,2I3,F6.3)

  D1=D**(M-1)

  D=D**M

  A=100.

  AA=0.



  DO  102 K=1,L

   DO 103 I=1,N

    DO 104 J=1,N

   READ (3,212) I,J,K,P(I,J,K)

212     FORMAT (3I3,F10.3)

     AA=D*P(I,J,K)

     WRITE(*,111)A

111     FORMAT(F8.4)

     IF(AA.EQ.0.) GOTO 104

     IF(AA.LT.A) A=AA

104    CONTINUE

103   CONTINUE

102  CONTINUE

  DO 225 K=1,L

   DO 226 I=1,N

    READ(4,312) I,K,R(I,K)

    R(I,K)=R(I,K)*D1

312    FORMAT(2I3,F10.3)

226   CONTINUE

225  CONTINUE

C  Write Data in the Screen

  DO 602 K=1,L

   DO 603 I=1,N

    DO 604 J=1,N

     WRITE (5,41) I,J,K,P(I,J,K),I,K,R(I,K)

41     FORMAT(1X,'P(',I3,','I3,',',I3,')=',F5.2,4X,'R(',I3,',',I3,')=',F5.2)

604    CONTINUE



603   CONTINUE

602  CONTINUE

  DO 402 K=1,L

   DO 403 I=1,N

    DO 404 J=1,N

     WRITE (*,241) I,J,K,P(I,J,K),I,K,R(I,K)

     WRITE (5,241) I,J,K,P(I,J,K),I,K,R(I,K)

241     FORMAT(1X,'P(',I3,','I3,',',I3,')=',F10.5,4X,'R(',I3,',',I3,')=',F10.5)

404    CONTINUE

403   CONTINUE

402  CONTINUE

C  Initial Values

  DO 113 I=1,N

   MK(I)=0

   W(I)=0.0

113  CONTINUE

C  Main Loop

  IL=0

  DO 121 II=1,200

   IF (IL.EQ.1) GOTO 121

   DO 122 I=1,N

    X2=100000000.



C  Computation of right hand side for alternative actions

    DO 123 K=1,L

     S=0.0

     DO 124 J=1,N

      S=S+P(I,J,K)*W(J)

124     CONTINUE

     S=(S*D)+R(I,K)

     IF (S.LT.X2) GOTO 331

     GOTO 123

C  New Optimal Acion for State i is k
331     X2=S

     MK(I)=K

123    CONTINUE

    V(I)=X2

    WRITE(*,401) I,V(I),MK(I)

401    FORMAT(1X,'V(',I3,')=',F18.6,4X,'MK=',I3)

    PAUSE

122   CONTINUE

   IF=0

C  Test of Convergence Replacement of the last approximationc
   DO 420 J=1,N

    IF (W(J).NE.V(J)) IF=1

    W(J)=V(J)

420   CONTINUE

   IF (IF.EQ.0) goto 555

   GOTO 121

555   IL=1



   IJ=II

121  CONTINUE

C  Output

  DO 528 I=1,N

   IF(IJ.EQ.0) IJ=-1

   WRITE(*,504) I,V(I),MK(I),IJ

   WRITE(5,504) I,V(I),MK(I),IJ

504   FORMAT(1X,'V(',I3,')=',F10.5,4X,'MK=',I3,'  #ITER.=',I5)

528  CONTINUE

  STOP

  END
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������ �� ������� ������ � � ��� � � ��� � �´ ´ ´ o , o o ´ s o  o o  Bayes.
A   3 .�����   o  o o o   os´ ´ ´ ´.� � ��� � ����� � � ������� ������
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ó o   g , h  s,  x(t)  o      o  o o  t ,  (t)  ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ������� ���� ��
�� ��� ��������� ���� �� �� ���� ���� � � ���
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�������� ��� ������ � � � �� �������� ��� ��������� � � ����� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ o  o ó  x  ,       o ó  s  ,      k k

p (x /x,s ) ,  ó o   p  ,  k 1, ,N ,   s s. To ó     ´ ´ ´ ´ ´k k k k� � ����� �� ��� ���������� �� ����� ����� �� ������ �~ Ã
������������ ���������� � � ������ � ��� � ������ ��� ��� ��� � � � � ��´ ´ ´  o  o o  o ó o o ó o ó o  
�������� ��� ������������� ��� � ��� � � ��� � ������� � � � � �� �´ ´ ´, o    ó   o ´  ó o
����������� �������ó o  S .´

�) -����� �� � �������� ���������� �� ��� �� ������ ������ � � ��� ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ó     o    o o ´ s ó o s
-������ � 1� ���������� �o  o o .´ ´

�) -����� � ������ �� ������� � � ���� � ���� �� � ��� ������� �������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s     o o o  o ( ), ó   o  S  
���� ���� �� �� �� ��� ���� �������� ��� ���������� ���� �� �� � � ��� �����  s  ´ s  o s o  s,  ó  o ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´
����������� �� �������� �� ������ � ������� ��
���� ���� �� �������� ��´ ´ ´ ´ ´ ´o   ó  o       s
������������ ���������� ��� �������� ��������� ����� � ��� � � ��� ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s s     o os   N  o .

A   6 .  ����� O s ós o    o s ó    ´ ´ ´ ´ ´ ´��������� �� � ���� ������ ������� ��
�� � ��� �� ����� �� ����� ��
��� ����������� � � ����� � ���� �� ���������� �� ����� ������� �� � � ����� � �   ´ . Y o   o    o  ó ´ ´ ´ ´ ´
����� � � � ����� �� �� ��������� ���� �� ���� ���� � � � ��� ���� � � ´  o  o  o   o  o o ( s o   15  ´ ), ó s´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� ��� � � ����� � � ����� � � � �������� ����� ���� �� ��� ���� �´ ´ ´ ´ ´s   o  ó  ´  o  o     o o. O
�������� ����� ��������� � � �� � � ����� ����� � � � ����� ���� ��´ ´ ´os ós  ó o ó o  ó ´  o  o  o
��������� � ��� �� � � ����� � � �� ��� � ����� � ��� ���� ��������� ��´ ´ ´ ´, ó o  ó o  ó  o ´  . E    ó   p (y)  t

����� � ����� ���� ������ �� �� �� �� ��������� ��� ���� � � � ��� � � �´ ´ ´ ´  ó   y  s  o  o   o o  t  (ó o   ó o s
��� ���� �� ��� ��� �� ����� �� � � ��
� ���� ���� �� ���� � � ����ó s o o  ó  o  ó o     s ó o ). E s  q (m/x,s)  ´ ´ ´ ´ ´ t

����� � ����� ���� �� ���������� �� ������ ��� �������� �� ���� � � ��� ��� �´ ´ ´ ´ ´  ó   o   m  s   s ó o   t ,  o o
ó    s ó o  o   x  s o    s  o  .´ ´ ´ ´ ´ ´�� ���� ���� �� ���� � � ����� �� ������ �� ��������� ��� �� ���� ������
E  ó   w   o ó os  o o   o ó o. E s o s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �� ����� � � �� ��� ���� � ��� ���� �� ��� ����� ���� ��������� ����
��� ������� �������� ��� � � �� � � �� ������ �� ��� ���� �� � � ����� � ��� ���    o ó os o  o  ó  o   ´   ó´ ´ ´ ´
����� ��� ���� ������ � � ����� �� ��������� �� ��� �� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´  h      o   o  o os s ó o   t .t

�) N    o o o  o o   o  o o ó s´ ´ ´ ´ ´� ������ ��� � ���� -������ � 1� ���������� � ��� � � �� � ���� ��
�������� � ������ ���� ��  �� ����� � � �� � ��
 ���� �� ���� � � ��  ���´ ´ ´ ´ ´ ´s o s  s ´ s s, o  o o o    N  ó o s, o s ´
�� ������� � ������ � ������ ��� ��� ��� � �� o o  o ó o o ó ó os.´

�) -����� � ����
�� � � ���� � ���� �� � ��� ������� �� ���� � ��´ ´ ´ ´ ´s   o o o  o  ( )  ó   ó o ó os  K  
(setup cost)   o o  o    s ó o ,  o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� ���� ����� � � �� ���� ���� ���� ��� ���� � � ������ �� ��� ������ �
� �� ��� �������� ��� ���� � � �� ������ �� �� �� ���� ���� ���� ��ó os  rK    s ó o ,   r   o o    s s´ ´ ´ ´ ´
���� � �ó o .



A   7 .  ����� M         o ó´ ´ ´ ´�� ������ �������� �������
���� �� ��� �����
� ��� ��� � ����
��������� �� � � �� � ��� � �� �������� � � �� � ��� � � � �� ����������´ ´ ´  o o o ´  s ´ . O  o o o o  ó o  s s
���� ����� � ���´ ´ ´s  o  s.

O  s s s    ( s  s)  o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��������� �� �������� �� ��� �����
� ��������� ��� �������� �� � �� ��
��� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ��� ���� �������� � ������� � �����
� ��� ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o     s,         ´  o ó
�� �� � ������ ��� ��� �� �������� �� ���� � �� � �� � � � ������� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   D    W  o . K    s s o ó o o o  o o  s
�������� ���� ����������� � � ���� ���� ���� �� ��������� ���� � �� � �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s  s o  o o    s  o ó o  s
�������� ���� �� �������� �� ���� � ������ � � � � �������� ���� ��� ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ´s,   s ó o s ´  o     ´ . A  o
�� � �� ����� ��� �� ����� � �����
� �����
�� ��� ���� � � ������� �� ��ó o o   ó ,    ó  o o ó  ´ ´ ´ ´ ´
����� ����� � �� �� ���� �� ��� �����o  o ,  ó o  r   .´ ´ ´ ´

H  s s  o “ ó os s"   s    (  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�������� �� �������� ��� � � �� �������� ����� ��� ����� ������ ��
�� � ��� �� �������� � � ���� ���� �� ���� ��������� � ���� � � �� ������� ��� �o o    o ó  s    ó   o  o    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� �� ��� ��������� ���� �����
� � ��� ��� �� �� ��� �� � ��
 ���� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´     ). Y o o  ó    r    s  o o o   o
�� � �� � � � ������� � � ��� ���� ���� �� ��� �� ��� �� ����ó o o o  o o , ó s ó  o  o os s s.´ ´ ´ ´ ´

E   Q  o o ó  o o o o  o ó o o o  o o   ´ ´ ´ ´ ´�� � � � ���� � � � ������������ � �� � �� � � � ������� � ��� ��������
��� ���� � �� ��� �� ����� ���� ����� ���� ������� �� ����� � � �������� � ��s s ( o  Q  o     ó  ó)  s  ´  s´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� �� ���� � ����� ������ �������� � � �� � ���� ��� �� ��� ���������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s  o s. To  Q     o  o o    
����� �� ���� ��� �����o s  p (q) ,     t  .´ ´ ´t

�) Z     o  /  o  o o  o´ ´ ´ ´ ´ ´������� �� ������ � � ������ �������� � ������� � � � ������� � ��� �
������ ��� ��� ��� � �� �� �������� �� ��� ���� � ���� �ó o o ó ó os s s,   o o  N  ´ .´ ´

�) -����� � ������������ � � ���� �� � ��� �� � ��� �������� � ���´ ´ ´ ´s  o o o o  ( )  ó   ó  ´   W    
D ,  ó s s  o  ó o  ó ó  ó o  ó o o ó  ´ ´ ´� ����� ��� � � � � �� ��� � ������� ����� ����� �� � � ������� ���� ��
���� � ���� ��������´ o  s. ´

A   8 .�����   O s o o  s s   o   o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��������� �� � ��� � ��� �������� ����� �� �� ������ ��� ������� ���
������� ����������� �� � � �� ���� � � ���� ���� ��������� ���� ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ s ó o s o o s.  A o    s o s
�� ���� � ����� � ��� � ��� � �� ��� � ���� ���� �� �� �����o , o s (1), o s (2)  o  o s (3).  E s  o o s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� ��� �� � � ��� � � �� ���� � � � ���� �� �� ���� ����� ��� ��� �� ��� ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s   o o   o  o  o    o ,  o s
�� ����� ��� ���������� � ����� ���� �� ���� �� ������ ���� ����� ��� ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´     ó  o o os    o   i   
�� ��������� ��� �� ��� �� ��� ��� �� �� ���� � � ������  p  ,  i 1,2,3 .  O s  o     ó  N  o o s.  A  ´ ´ ´ ´ ´ ´i ~
��� � � � �� ��� ������ �� � � �� ������ �� �� � � ������ ����� ��� ����� ��� �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o o  o  ó   o  o , ´   o   o   o  
�������� ��� � � �� ��� �� ����� ��������� �� �� ������ �� ����� �� ������´ ´ ´ ´ ´  o  ó o.  To ó   o      
��� � � ��� � � � �� ��� �� ��� � � � �� ��� � �� ����� ����� � �� �� � �´ ´ ´ ´o o  ó.  A  o  ´ , o  ó o  o  ó o    o , ´   o
�� ������ ����� ��� �������� �� �� ������ ��� � �� ��� ���� � �� ��� ��� �� ��o      o   o  ó .  E ´ o o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� �� ������ ��� �� ���� � �� ����� ��� ���������� ��� ���� �������� �� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ o   o o ó s   ,     o
�� ������ ��� ���� � ����� � ���� � � ���� ��� � ��������� � �� �����o  ó .  A   q     “ " o    o   ó´ ´ ´ ´ ´i

������� � �� ����� ��� � � �� ��� �� ������ � � ������´ ´ ´ ´o  s o s  i ,  ó o  o ´s  q q q  ,     o1 2 3� �
�� ����� � � ������ � ��� ��� ������ ���� ���� �� �� �� ���������� ������� ��ó s o  o o   ó   ' ó   .  Z  ´ ´ ´ ´
� ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ��� �� ���o o o  o ó    o o o  o  o o   s s´ ´ ´ ´ ´
������ ������ ���´s ´ s
�) Y   ó os  c    .´ ´ ´������ � �� ��� ���� ����������
�) O ós  o  o  o    o s  ó os  ´ ´ ´ ´ ´����� � � �� ���� � � � �� ��� �� ��� ��������� ����� ����� ����
(N ) ,    c 0 .  o     o  '    ó   c 0 ;´ ´ ´ ´ ´ ´~ B � ~��� 1 �� ����� � �������� � ������ � ���� ��� ������ �� ���
�) N  ,  c 0 ,     ós o s   ,  0 1 .´ ´~ B � � ���� ������� ��� ���� ��� ����� ��� � �
�) ,����� � �� ��� � ��� � ������ ������� �� ������ � � ������ ���� �� �´ ´ ´ o o   o ó ó ó  o  o  o  ) .
�) Y o o    o  o  )  ó   q 1 ,  q 2 ,  q 3 ,  p 0.3 ,  ´ ´ ´� � ����� �� �������� � ������ �� � ��� 1 2 3 1~ ~ ~ ~
p 0.5 ,  p 0.2 ,  c 0.15 ,  1 .2 3~ ~ ~ ~�
�� ) A  o s       ó   ' ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��������� ���� ��� �������� �� �������� ��� �� ���� ������� � ����
�� ���� ����� �� ��� ��� ��� � �� � �� ������ �� �� ����� �� ������������� ���� ��o o,     o s,  o        ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ���� ����� � ����
�� � � ���� � ���� �� � �� ��� ������ � �� ����ó  ;  B  ´s   o o o  o  )    o  ó  .´ ´ ´ ´
E s     )    ) .´ ´ ´���� ��������� ���� ��� � ��� �



(   Y ó  .   x  o o o o  o o  o´ ´ ´ ´ ´ ´,����� � ����� 2�� ��������� �� � ���� ������� � �� ���������� � �� �����t

�� ������ � ������ ��� �������� ����� ��� �� ���� � � � ���� ��� ��������� ��� o o    o  o o  o    o s s  t 1  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ c
�� �� ����� �����������o o s s).´ ´

A   9 .  ����� K     E os o  o o ó o     ó s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� ���� � �����
� ���� ��
�� � � � � � ������ �� ��������� �� ��
������� �������� �� ��� �� ���� � ����� �� 
������ ��� ������ � � ����� � �� �´ ´ ´ ´ ´s o s,   o o  s s    ´  s. O
��� ���� ��������� � � ���� ����� ����� ������ ��������� � � �� � ����o s s o    t    D  .  H  D      o  o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´t t

����� �� �� ��� ��� � �� � ���� ������� �� ��� ���� ���� ��o   p(d ) ,  o o  ó s o     D d       s´ ´ ´ ´ ´ ´t t t~
���� � � ���� ���� �� � ������ ��� �� ����� ��� ���� � �����
� �� ��� ��ó o   t ,   o  o  o s o s. K     o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� �������� ��� � ���� �� � � ���� � � � � �� ������´ ´ ´ ´ ´    1, 2    3  s,  o ó s   ,  ,  .  A ' ó  1 2 3

������� � � � ���� � � � �� ��� �� ������ � ������ ��� �� ������� �� 
�����´ ´ ´ ´,  o ó     o   o o        1 2 3b b
d D  ,        D  ,          D  .  Y o o  ó  o  o ó os´t t 2 3 t 1 3 t 2~ b� � � ��� ��� ��� � � ��� ��� � ��� ��� �� �� �� � � ��b b

������� � � � � � ��� ���� � ��������� �� ��� �������� ���o  o o    ,  i 1,2,3   o o  t ,   ó  o  R  ,  ´ ´ ´ ´ ´i t~
������� �� �� ��������� � � � � ����� ������ ��������� �� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ó    c ( /R ) ,  ó o    R      o   q (r) .  ti i t t t

H  s  R r      s ó o   t   o  o  o s. (O´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� ������� �� ��� ���� ���� �� ���� � � ���� ���� �� � �� ����� �t ~
���� ����� ���� � � � ������� �� ��� ��� � ��� ��� �� �� � ������o s s  R ,  . . . o  s). Y o o  ó  ó s o  s´ ´ ´ ´ ´ ´t+1

��������� ����� ���������� ������ � �´ ´ ´ ´s  s  o s.

�) N    o o o  o o    o o´ ´ ´ ´ ´ ´� ������ ��� ��� � ���� -������ � 1� ���������� � ��� ��� ������� � ����
� � ������ ��� � ��� ��� � � �� � �� � � ���� ���� �� �� � ��������� ���o  ó o  o o  ó o s , ó o  o ó   o  ó s o  s ´ ´
������ ������ �� ���� � ��� �� ���� ��� ����� ��� ����� �� �� � �´ ´ ´ ´ ´ ´   o o o .  O ós o s  os    ,  0 1 .� �
�) B  s o o  (  o o ) o  ( )  ó    s  D   ´ ´ ´ ´ ´����� � ��� � ������ �� ��� � ������ � � ��� � ���� �� �������t

�� ��� ���� ��� �� ���� �� ���� � � � ����� �� ��� � ��������� �� ���������´ ´ ´ ´ ´   ó  s ó o   t .  Y o  ó  ó    D     t

�������� �� ����
� �� ���� �� ������� ������� � ������ � �� �� ���� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ s T s s E os os ó,  o o ó os ´ s o
��  c .

A   10 .�����       o o s o  o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´.� ������ �� ������ ���� �� ������� � ���� ����� � ��
 ��� ��
����� �� ������ �������� ��� � ������ ��� ���� ��� � ��o    o ó o ó ó os´ ´

 v(x)    min   { c(x, ) p[X x´/X x , A ] (x´) }
x D(x)

~ b ~ ~ ~
�

� � � ��
x´ X�

t 1 t tb  .

Y o  o   s        U  ,  L     ´   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� �� ����� ��������� ��� �� �� ��� ��� �������� � � ��� �� � ��� �x x

v(x)  :  L v(x) U  .   ó    o  o  o o o  ´ ´ ´ ´ ´x x� � -����� �� ��� ����� � �� ������� �� ������ � ��� ��� ���
�� ���� � ��ó   ´  D(x)  �

 c(x, ´) p(x´/x ,  ´)  L      min  { c(x, )  p(x´/x, )  U }
x (D(x)

� � � � �b h � b b h
�

� �
x´ X x´ X� �

x´ x´  .

1�o  ´s o   o o    ó     ´ ´ ´ ´ ´������� � �� ��� �� ������ � ����� � ������� ��� ���� ��� �� ����������� �
�������� �� � ��� ���� � � � ���� ��� � �� ������� �´ ´ o s ó o s  o ´  o .

A   11 .�����     o s o o s s, o o   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´2� ���� ����� ��� ���� � ������� ���������� �� � ��� �� ��� ��� ���
�� �� ��������� �� ����� � ��� ��� ��� �� �� �� ���� �� � ��� �� ������ ��� ���ó o s o s. A  o   ´  ó  o o   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ���� �� ����� ���� �� �� ����� ���� �� �� ����� ���� ��� �����
 ���o   ó   p  ,  o  ó   p  ,  ´   ó   p    o´ ´ ´1 2 3

��� �� ��� �� � ���������� ������� ������� �� ���� ���� ������ �� ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   ó    .  H  ó   o o o o
����� ��� �o   p ´ , p ´ , p ´ .´ 1 2 3

.�� ��� �� �� ��� ��� �� � ���� �� ���� � � � ������ � ��� ��� ����� ���� ��´ ´ ´ ´ ´o   o   o o  o  o  o o   ó  
������ ��� � ���� ���� ���������� � ���������� � � ���� � ����� � �� �����´ ´ ´ ´ ´ ´o   n  o s    .  N  o o o  o ó
������ � � ��� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �o o ´ s  o o o  o  o o .´ ´ ´
( Y ó .    o o  os o   0   o ó os o   1    0 ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� .� ������ � ���� � ���� �� �� ��� � �������� ���� �� �� �

���� �� �� � �� �� �� �������� ��� � �� � ���� �� ��� � � �������� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   o  o     o   n  o s o os o  o ).



A   12 .�����   E s os       o s, ´´ ´ ´ ´ ´�� ���� � ��������� �� ������������ �� ��� ������ ���� �� �� 
��� ��� � � ����� ���� �� �� � ��������� ����� �� ������������ �� ���� ����o  o  o   N  o .  A        os  r .  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
O s  ó os  c    o  o  o  .  H ó   ´´ ´ ´ ´ ´� ���� � �� ��� ���� �� ���� � ���� � � ��������� ����� ���� �� ����� ���
��� �� � �� ���� � � ����� ���� ��� ��� � � ���� �� ���� � ���� ����� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o o '  o  o  o  o   o  o      p .  To
�� ����� ����� �� ���� ��� � ������ ���� �� � � ������ � ��� � ������ ��� ����ó      o  o s o  o o  o o o os´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� �o .
Mo o o  o ó   ó o s o  o  o o  ´ ´ ´���� � ����� � �� ����� �� ��� � � � � -������ � 1� ���������� � ���
�� ��������� �� ������ ��� ���� �� ������� � ����o      o o s.´ ´ ´ ´

A   13 .�����   E s os   o o o o   o     ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ������� �������� �� � ��� ����� � � ��� � ����� ��� ����� �� ����
��� �������� � ������ � � �� �� � ���������� � ��� �� ����� � ��� ����� ��  o  ó o  o  o . M o    o o o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�����
 �� ���� � � ���� � �� ���� �� ��� �� �� �������� �� �������� �� �� �´ ´ ´ ´ ´ ´, ó  o   ó os  B ,   o   o    o ó o.
2 ���� ��� ������ �� � � �� ������ �� � � � �� � ����� � � ������ �'    ó s, ó o o  ó o ´ o s o s o   o´ ´ ´ ´ ´
��� ����� � � ������ ��� ��������� �� ������ �� ����� �� �� �� �� �o o , ó o ó o     .  E  o  o ó o´ ´ ´ ´
����� �� ������ �� ���� ��� ���� � ����� � � � ������ ��� � �� �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   N      N    o o o  o ,  o o  o  
���� ���� �� �������� ��� �� � �� ���� ��
 ��� ��´ ´ ´ ´   ,   o o  o o    N , N 1 ,  , 1 , 0 , 1 ,  , c c b Ã c Ã
N 1 , N .  To o  ó  0   o  o o,   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´c ������ � �� ����� ����� ��� ��� �� ����� �� ���� ���� ������� �
��������� � �� � � ���� �� ������ � ��� ����� �� ������ � �� �����´ ´ ´ ´ ´.  To ó os o     o o o o o  ó  n ,  
������ �� ����� �� �� �� � ����� ���� �� ���� ����´ ´ ´ ´ ´ ó   o   | n | .  E   p  , n N, , 1,1, ,N   ó    n ~ c Ã c Ã
���� �� ������ �´ ´ o  n  o.

�) B   o o o  o o  o     o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� ��� � ���� -������ � 1� ���������� � � � ����� �� �������� � ������
 �� � ������ ��� � �� � ����� �� ���� � �� ������� ������ � � ���s ós o o o ó os.  Y o  o   o  o os  ó o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ �´ o .
� ,����� � ������ �� �� ��� � ��� � ���� ������� �� ������ ��)  o o o o   o ó ó ó    N 3 .´ ´ ´ ~

(Y ó  .  H K  o  os o    o ós o  ´ o   o´ ´ ´ ´� ����� �������� � � �������� �� ��� �� ����� ����� � � ������ � � ��� �

�� ����� � �� �����������   o  o).´ ´ ´
A   14 .�����   As o   ó  o o o o  o   ´ ´ ´ ´ ´ ´�������� ��� ��� ����� �������� �� � � �� ������� ��� ����� ���
�� �� �� ���� ������� � ó s ó s s  (15  s  19) .´ ´
E s s  o o s   o  s s  ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ������ ������� ���� � ��� ��� �� �� ��������� ��� ����� ��������� � �� � �
������� �� ����� ����� �� �� ���� � ��� �� ������� ���� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´.  To ó   ó  s o o s s   ó 
������� �� ���� ������ � � ���� � ��� ��� ��� ���� �� �� � ������ ����o ó   o   ó o .  E    ´  o  ´ ´ ´
����� ���� ��� �� �� ����� ��� � � �� �� ������� ��� � ������� � �ó     p   ´  o ó o    q 1 p  o o.  A o´ ´ ´ ´~ c
����� ��� ���� � ��� ������ ���� �� ����� ���� �� �� ���������� ���� �� ��� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o o , o s   ó   o    s s  s
���� ���� � � � ����� �� � ���� ��� ������� � � ������ �� ������ � ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s o s ó o o ó  ó ó o    o    .     Y o o s
ó  o s   ó o ó  x ,   o o ´ s ´ ´ ´ ´�� ������ �������� �� ����� � � ������ ������ � � ��� ������������
-������ � 1� ���������� � �� ��� �� ������ � ����� � ������ ��� ������� � � ��o  o o  ó    o o  o ó o o o  o´ ´ ´ ´
��� ����� � � � �������� � ������ �� �� �������
�� � ���� � ������� � � ��´ ´ ´ ´ ´ ´os  N   o  o ,   o  o ó o o o o  
���� ����� �� ��� ��� � � ��´ ´ o,   p 1/2   ó o    p 1/2 .� �

A   15 .�����   o  s s  14 ,  o o  o  o s  ´ ´ ´ ´ ´2� �������� �� ������ �� ��� ��� �� ������ ����� ��
������ � ����� ��� ������ ���� ���� � � � ������ � � � ������� � � � ���� ��o o   ó   o  o o  o  o  o   ó  N  ´ ´ ´ ´ ´
������ � ������ � ��� ��� ���� � ������ �� ���� ����� ������ � � � � � � � � � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´.  A  o o    o    o,  o ó o o  o o  o
�� �������
�� �� � ��� ��� �������o  os o o ó o.´ ´

A   16 .�����       14 .  As o o  o  o s   o o´ ´ ´ ´ ´ ´0��� ���� ������ �� ��� ��� �� ������ ����� �� ������ � �����
��� ������ ���� ���� � � ������� � � � ���� �� ������ �������� � ó   o  o  o   ó  N   o .´ ´ ´ ´ ´
E  o    f(x)  ´   ó   o   o s ó  o o´ ´ ´ ´�� �� � ��� ��� ��� ������ ���� ���� � � ���������� ������ ��� ������ � ���
�� �������� � ������ ������ �� ����� � � ��� ���
�� � �� -����� ��  o ,   ó o ó  x ,     N  o s.   ó´ ´ ´ ´ ´ ´

 f (x)      max  { p f (x y) q f (x y)}
0 y xN+1 N N~ h b b h c
� �

  ,   N 1,2,~ Ã

 f  .1(x)      max   { p log(x y) q log(x y)}
0 y x

~ h b b h c
� �



A   17 .�����    ´   16  ´  ´ 2��� ������ ������ ���� ���� o  ��

 f (x)  logx N k ,n ~ b

ó o� �

 k      max  { p log(1 r)  q log(1 r)}
0 r 1

~ b b c
� �

 ,

��� �� o s  s ós  r  ,   ´    o    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� ������� ��� ����� ����  ��� � �������� � ������ �� ���� �����0

o  ó    y r x .´ ´��
���� �� �� ����� ~ 0

A   18 .�����     , ó o  o  ó s s o s o´ ´ ´ ´.� ������ ��� ������ �� � � � ����� ���� � ��� ����� �� � �
������ � ����� ���� �� � ����� � � �������� � ����� �� ������ ��� ���� ���o  ´  o o o o  o .  B  s o s ´ s´ ´ ´ ´ ´
������� � ���� ��� �� ��� ����� �� � �� �� �������� � ������o o s  o o   o  s s o s.´ ´ ´ ´ ´

A   19 .�����   A o s   ó    o o ó  o  o o ,´ ´ ´ ´ ´���� ��� ���� ��� �� �� ���� ��� � ���� � ���� � � � ���� �
�� � ��� �� �� ���� ���� ������ � � ������ � ��� ����� ���������� ��� � ���� ����o  o   o   o  o    . E   ó´ ´ ´ ´ ´ ´
� ��� ����� �� �� ����� ��������� �� �� ����� �� �� ����� �� �� � � �´ ´ ´ ´ ´ ´s o s o o  k   o  o  o o  k 1,   ó o oc
�� ������ ������� , �� ��
 ��� �� � � ���� o  .    x 0  o o  s o ó s´ ´ ´�

f(x)   : ó   o  o  o  o   o   ó o   k  ´ ´ ´ ´ ´������ ���� ���� � � ����� � ������� � � � �� �� ������ ��� �� � ���
������ �� �� �� �� ���������� �� ����� ��� �� ������� ��� ���� � ��� �� �´ ´ ´ ´ ´ ó   N  s ó s s,  o   o  x ,  o o  o  
����� �� � � ����� � ����� � ��� ��� ������ � � ��� �������� � ������´ ´ ´ ´ ´ ´o  o   k 1  o   ,  o o ´ s  o .c

g (x)  :  o     f (x)   ó  o  k 1  o  o   .´ ´ ´ ´ ´ ´k k� ������ ��� �� ��� ���� ��� �� ����� � ����� �� ���� ��������c

Tó   o    o o s  s  o ´ s:´ ´ ´ ´ ´ ´�� ������ �� � ���� �� ������� � ���� � ��
���� ��� ������� �� ���� ���

 f (x)     max { p f (x y)  (1 p ) g (x y)}
0 y xk N-k+1 k-1 N-k 1 k~ b b c c
� �

b  ,

 g  ,k N-k+1 k-1 N-k+1 k-1(x)     max  { r f (x y) (1 r  ) g (x y) }
0 y x

~ b b c c
� �

ó o� �

p   :  ó  s o s o   k–o o  os, o o  ó  o  k 1  ´ ´ ´ ´ ´k � ����� ���� � ��� ����� �� � � �� � ����� ��� ��� � �� � c
����� ���� � ���ó  .´

r   :  ó  s o s o   k–o o  os, o o  ó  o  k 1  ´ ´ ´ ´ ´k � ����� ���� � ��� ����� �� � � �� � ����� ��� ��� � �� � c
����� ���� ���ó  os.´

-����� �� � 1� ��� ����� �� � ��� ����� ���´ ´ ´ ó   f (x) logx  ,  g (x) logx b  .  o o     , b  ,  ´s s k k k k k k~ b ~ b
�� � �� �� �������� � ������ o  s s o s.´ ´ ´
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1  A KH H   � 2 2 .� � ��� � �� ����� ������� � ���� � � � �� � ����� �� ��� �� ����� � ��o  o ó  o o s o  ó o s s  o ,´ ´ ´ ´
�� ��� ���������s s s .´ ´
O o o s o o   os,    o ,  s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��
 ��� �� ���������� � ����� ����� � 
����� ������ ����� �� ������ ��� �� ����������
�� �� ��� ��� � ������ � � ������� � ��� � ������ ��� ��� ��� ���� ��� � �� o   o  o  o o  o ó o o ó `o ó os.´ ´ ´
-�� ����� �� � 
����� ��� ����� ������� �� ���� �� ���� ���� � ���� ������
��ó   ó         o  o o,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ��� ���� �� �������� �� ������� ��� ����� ���� � � ��� �  ��� � ����� �� ��o ó . A ó  ó   s ós ó   N ,  o os ´    o  s´ ´ ´ ´ ´
������ ��������� � � ������ ���� ��� 
����� �� ��������������� ���� ���� �� ���� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s s o  o      o   o o  N .  To
���� ��� ��� ������������ ��� ���������� �� ��������� � � � 
����� ������ � ��� ������ó o ó     , ó o      ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ����
�� ����������� ���� �� �������� � � �� � � ���� ����� ����� � ������� �� �� � ��o  s    o  ó o ,   o   ó ó o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� �ó o.
2� �� �� �� ��� ����� �� �� 
����� ��� �������� ��� �� ���� ���� � � �� ��� ��� �� ����� ó  o   o  s s   s o s ó o , o o  ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� ��� �� ���� � �� ���� � �������� ���� � ������ ���� ��� � ������ ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´,  ó o o  o o o  o  s s  o  o s
����� ����ó s.
O  s ó o s s  s o  , o , o  s:´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���������� � �� � ����� �� ��� ��������� �� ����� � ����� ������ ��� � ���

 c ( ) 2 (1 ) 1,    h (x) h x ,t t
–2� � � ���~ c b b ~ h

ó o    , x  o o  o ó s s  o  o .´ ´ ´ ´� � �� � ���� ��
 �� � � ���� ����� �� ��� �� ����� � ������ ���
-�� ����� ��������� �� ���� � ������ � 
����� � ���� �� ���� ��� ��� �������� �������  o  o o    o o ,  ó  o   s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� ��� � �� � �� �� ��� �� �� ���� ���� � � �� � � ������ �� � ���� � �� ���� ���� ��o  o ó os  o  o  o o, ó  ó  ó  ´ , ´ s s s´ ´ ´ ´ ´
�������� ��� �� ������ ������ � � �� �������´ ´ ´ ´s , o  o  ó os s  L(x) 5s .  ~ 2

M   s  o s   `    o  H.Y.    s os o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� �� ������� ����� �� 
������� �� ����� � �� �� � ����� � �������� ����  �� �
������ ��� ��� ��� ���� ��� � �� ��� ���� �� ������ ��� ����� �� �� 
����� ���ó o o ó ó ó os,  o s ´ s o s s s ´ ´ ´
���� �� ���� � � � ������ � � �� � �� ������� ��� � � ���� ��� � ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´o s s o  o o  ó o s o s  o  o  o .
Y o ´ s� ������   1.  o  s   o os  o  -´ ´ ´ ´ ´ ´2� �������� ��������� �������������� � ���� � ���� �� �������� ���

���� �� ��� � �������� �� ���� ���� ���� �� ���� � �´ ´ ´s,  o o ó    s ó o .
2.  Y o o  o    o  o o    o ó ,    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��� �� �� �� ��� �� ���� � � 
����� ��������� � �� ���� � ������� ����� ���
���� � ������ ��� ����� ��� ����� �� �� �������� �� ������� ��� �� �� ���� �� �������o o  ó    . A ó  ó  o  o  ó   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� �������� ���� s s.´ ´
3.  ó o s o o   o  o o  ` o  o -´ ´ ´ ´ ´,�� � � � �� ���������� � ����� ��������� �� ��� ��� �� ���� ��� ������� ���
���� ��� �� ����  ��� � � � � ��������� � ��� �� ���� � �� ����� ���������� �ó o ó , ´  o  ´ o    o    o .´ ´ ´ ´

2  A KH H� 2 2    O o os o  os o o  s O.A.  o s ó .´ ´ ´ ´ ´�� ������� � � ������ �� � ��� � �� ������� ��
�� � ��� �� �����

.���� �� ��������� ��� � ������ �� ����� ��� ��� � � ��� �� �� ���� �� ��� � ���������´ ´ ´ ´    o  ó s o o ´    ó  ó .  O  s
�� �������� ��  �� ����� ��� ��� � � ���� ���� � ���� ���������� �������� ������s s  ´ s s o o ´    `  s s s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� �� ���� ������ ������ ����� �� � ��������� ���� � �� ��� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s   o s  o s. O  s s ó s  o o  ó
����������� ���� ���� ����  �� ��� ����� �� �� �� � �� �� � � ��� ��´ ´ ´o  o  s os  o  ó ó o  ó o, ó s  o
�� �� ���� ����������o o o .´ ´

H    o  o o ó       100  ´ s s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���������� ��� ���� ���� ����� ��� ��� � ������� ��� ���� ��� �������  �� ��������
�� ��� ������������ ��� ��� � ��� � �������� �����  �� ��� ��� � � ��� ���o   o o ó. E      100  ´ s o o o   ´ ´ ´ ´
���������� ���� ���� ����� ��� ��� � �´ ´ ´ ´  o s o o o .

K  o o ós o   o  o o  150 ´ s o ,  o os   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� ��� ��� � �� ��� �� � ������ � � ��  �� � ���� ��� �� ��� ���� ���� ���
� � �� � � ��� ��� � � ���� �� �� ��� �������� ��� �� � ��� � � � � � � �� ���o o ó  o o ´  o  o    o o s ó o s. To o o ó ó´ ´ ´
����� ����� ������ ��������� �� � �� � � ����� �� ����� � ���� ��� �� �� �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ s  , s o o s ó s  o      ó s s o s
���� � � ����ó o s ( s).´



H  o o   o    o  o o o s,  ó  o os ós´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�������� �� � ���� ��� � ������ �� ��� �� ���� ��� ��� � � ���� ��� ������ �����
 � � ������� � � ����� ��������� ������� �� ��������� ����� ��� ���������� � � ���� �´  s o   s  s s s  s o  , o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� ��� ��� � � ��� ����
 ���� ��� ����  ��´ ´ ´o s o o o  ´s o  ó s ´ s.

To o ó os      r    o o ó    c    ó ´ ´ ´ ´ ´ ´������ � �� ��� ��� �������� ����� ��� ���� ��� ��� � ��� ��� ���� �� ����������
��� ��� �o o ó.

O  o    ´ s s  s  ó s s ´ s´ ´ ´ ´ ´ ´��� ��� �������� 
����� ��  �� ����� ��� �������� ���������� �� �� ���������  ��
������� � �� � ������ �  �� ������ ���� �� ���� ����� ����� ���� � � �� ���
�� ����´ ´ ´ ´ ´s, ó  o  o  ´ s o    ó  o  o  
�������� ��� ����������� � � ��� ���� ������ �  ��´ ´ ´ ´ ´  o o ó  s    o  ´ .

Z     o  o  o  o o  o ó o o ó ó´ ´ ´ ´ ´������� �� ������ � � ������ �� ����� � � � ������� � ��� � ������ ��� ��� ��� ���� ���
� �� �� �������� ��� ����� �� ���������� ����� �� ��� �������� ��� ��� ���� ��ó os s s,  o ( o  o) o ó ,   o s´ ´ ´ ´ ´ ´
����� �� 
����� ��� ���� �� ���� �� ���� � � ������� �� ��� � �o s s  o s s s ó o  s   r,c,s .´ ´ ´ ´ ´

Z  s    o  o    o    s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� ����� �� ������ � � ������ �� ����� � ���� ������ �� � � � ���������� ��
��� ��� � � ������� �� ����o o o   o s.´ ´ ´ ´

Y o ´ s� ������   1.  o  s   o os  o ´ ´ ´ ´ ´ ´2� �������� ��������� �������������� � ���� � ���� �� ��������

������� �� ������ ���� ��� ����� ��� ��� � � ���� ���� �� ���� � �´ ´ ´ ´s (  o s)  o ós o o ´    s ó o .
2��� ������ �� � � � ���������� ������� �� ���� ���� ��������� ������ �� ���������� ���  o     o s,       o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� � � ��� ��� � � � � �� �� ������� ��� ��� ���� ����������ós  o o ´  o  o  ´    s.´ ´ ´ ´

2.   o os o  ´ o   o o   o   s .  O ós´ ´ ´ ´ ´ ´,�� � ����� � � � � � ��������� � �� � ��� �� ��� ��� ��� ��� ���������� �����
� � ��� ��� � � �� ���� ���� � ��� ����� ��������� �� ��������� ��� �� ������ � � o o ´    o o   o     , o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� �� � ������ ����� ����� � �  � � ����� � � �� �� � �� �� ��� �� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ó o o ó ó  ´  s o  o `   o o  o
���� � ��� � � ������ ���� � �� �� �� � ��
���� �� �� ��� ���� � � �� ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o o,  o    o   o o  ó  o  o  o os.

3  A KH H� 2 2    o  o  o o s .  E o   n  -´ ´ ´ ´ ´.� � ��� � ������� � ���� ������������� ��������� � � ��� ����

������ ��������� �� ����� �� � ���� ����� � � ��������� ����� ������ ���������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   . O ó os o s o  os  i    
� � �� � ���� ��� �������� ����� �� �� �������� � , �� ��� �������� � �o  o o    o   o   ,  i 1, ,n .     ´ ´ ´ ´ ´i ~ Ã
�������� � ��������� � ������� ��� ����������� � � �� ��� �� ����
���� � � �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   s s, o o o os o    o o  
��� �������� ���� �� ���� ������ ��� � �������� ������� �� � ����� �� �� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   o  . O  o   i  , o ó os ó s, o
�� � ��
���� �� �� ������ � � �� ������� ����������� �� ����
���� ��� ���� ����� ��o o  ó   o    o s    ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� � �������� ����� ������ ��������� � � �� � ���� ��� �������� ����� �� �� ��������´   ,   , o  o o    o   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ��� ��� �� ���� �������� � � ��������
���� �������������� �� �� ���� ���� ����i .  Y o o  ó    o       o o,´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
ó s s  ó  ó    ó    ,  o  o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� ��� �� ��� ��� � ����� ���� ���������� ����� ��������� �� �� ������� � ��
����� ������� �� �� ���� ����� �� �� � ��� ���������� ������
 �� �� ������ �� � � ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´    o ,  ó o   o     o s o s
���� � � ��� ��� ���� ��� ��� � �������o s, ó s  ó  o o  o .´ ´ ´

To ó  ó s o , ó s  ó, ó  ó  ó  ´ ´ ´ ´�� ����� �� ���� �� ������ � ����� ����� ��� ������ ���� �� ��� ����������
����� ��������� � �� �� ������ �� �� ����� ��� � � �������� �� ����������� �� �´ ´ ´ ´ ´ ´ , o ó     o o  o o    ´ o o
�����������́s.

To o o o s o  s    ó  (availability) o  os´ ´ ´ ´ ´������� ������� � ���� � � �� ���������� ����� � �������� ���� � � ��������
� � ��
���� ��� � ������ ��� � � �� � � �� � � � � � ������� ��������� �� ���� �����o  o   o ó o o o ó o  ó o  o  o    o .´ ´ ´ ´

Z   o o o  o ó    o o o  o  o o ,  ´ ´ ´ ´ ´������� �� � ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ��� ��
������ �� ������������� � �������� ����´ ´ ´ ´ o    .
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1 .  POO O   ANOI H  '871 - 2 0

1 /POB HMA 1:  1) N    s ó o s o ´  o ,´ ´� ����� �� �� ��� � � ���� ��� � �� ������� �
 ) o ´ o ´� �� � � ��� �
 ) o ´ o o ´� �� � � � ����� �
� �� ����� ����� �� ������� � ��� � � � ������o ó  o s o  o s o  os 1.´ ´ ´ ´
2)  N  o    o  o os  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��� � ������ �� � � �� ������ ��� ������� � �� ���������� �

2� ���`   1

1 /POB HMA 2:   E   o (   2)    (x , ,y, z)    o´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ����� ����� ��� ��� � ��� �������� ����� ��1 o~ Ã Ã
�� � �� ��������o o  x   o  z  ( ó).o

E   (x , ,y)    (y, ,z)  o o  s o s.´ ´�� � ��� � �� � ������ �� ����� ��2 o 3~ Ã ~ Ã
1)  E       o   o ó   ó o o  y   ó o  z ;  ´´ ´ ´ ´���� � � �������� ����� �� ��� � �� ����� �� ����� ����� � ��� ����� � � ���3

�� �����ó ).
2)  E       o   o ó   ó o o  x    ó o  y ;  ´´ ´ ´ ´���� � � �������� ����� �� ��� � �� ����� �� ����� ����� � ��� ����� � � ���2 0

�� �����ó ).
3)  A    o  (2)   ,   o o s o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � �������� �� ����� ���������� ������� ���� �� ������� � ���� � � ����
����
���� ��� ���� �� ��� �� ������ ó   (2) ; (  ,  ).´

2� ���`   2
1 /POB HMA 3    E  o ó :�� � �� �����

 (min) w [2x (t) (t)]
3

t=0
~ b� 2 2�

 . .   x(t 1) x(t) (t)� � �b ~ c
    x(t)  X [0,1]      t ,� ~ D
    (t)  A(x(t)) [0,1] ,� � ~
    x(0) 1 .~
N     o   ( , , ) .´ ´ ´� ������ � �������� � ������ � � � �~ o 1 2

1 /POB HMA 4:   E  o ó :�� � �� �����

 (max) c x
j=1

n� j j

 . . x b� � �1 1 1� �
  x x b x  , j 1,2, ,n 1 ,�j j j 1 j j� � ~ Ã cb



ó o  c , ,b    o  o .´ ´ ´� � � ����� �� �� � ����� �j j j

N  o    o  o os  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��� � ������ �� � � �� ������ ��� ������� � �� ���������� �
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2 .  E ETA TIKH EPIO O  IOYNIOY 870 2 1 - 2

1 /POB HMA 1: o  o s o s  , , , ,  ó o   0 k 1,2, ,n,    A. N´ ´
n

=1
.� � ��� � � ����� � � � � � � � ��� � �

�
1 2 nÃ � ~ Ã ~� �

�
�� ������� �� ������������ -������ � 1� ���������� � ��o    o  o o  ó :´ ´ ´ ´
 [( }]  

=1 =1

n n1
n
� �
� �

� �� �
n �

1 /POB HMA 2:  o o o  o´ ´ ´-������ � ����� � � ������ �
������ � � � ����� � ����� ��� ���� ���� ��
 ��´ ´ ´ ´ ´os, ó o  o  o     o o
���� ����� � � � ������ � �������� � ������ ��� �´ ´ ´ ´ o ´ . N     o   o
�� ����� ����� � ��
 ��� � � � �������ó  o  o o , ó o  o o´ ´ ´
������� � ���� �����o o s :´ ´

 c(x , ),    0.9 ,  ó  x 1.
t=0
� � � �� � ���t

t t o~ ~

1 /POB HMA 3: E  o ó :�� � �� �����

 max 3x 5yb
 . . 2x y 10� � b �
  x 2y 6b �
  x   {0,1,4,6}�
  y   [0, ]  .� B

N  o `   `  o  o ` os   ` o o o  o`� � �� � � ���� �� �� � � �� �� ���� �� �� � �� � � � -������ �
1� ���������� �o o` .

1 /POB HMA 4: N  ´  o ó ó  o o o  s o s o´ ´ ´� ������ ���� � ����� �� ����� �� � ���� � �� ����� �� ������� �
��� � �� ��� �����´ ´ ´o s   o.
1) N  ´    o    o o s o  o´ ´ ´ ´� � ���� ��� �� �� ������� ��� ���� �� ������� � ���� � � -������ �
1� ���������� � ��� � �� �����o o   o ó .´
2) N    o o  o ´  o  o ´ o ´ .´ ´ ´� ����������� �� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� �
3) N    o o  o ´  o  o ´ o  o ´ .´ ´ ´� ����������� �� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � � � � ����� �
/ 2 2Y EI



1 /POB HMA 1: o  o  ó  o  o o : Z  ´ ´ ´ ´ ´.� � ��� � ������� �� ����� ������� � �� ���������� � ����� ��
������ � ��� ��� � ��� ���o o o  o ó o:´

     o o s  A ,  0 1, ,n.
n n

1 =1
´� �

� �
� �� ���� ���� � � � �

~
~ � ~ Ã� � �

A ó  ó  o s ó   ó  o  ó  o o o o s´ ´ ´ ´ ´�� ����� �� ����� ����� �� � � � �� � �� ���� �� �� � ������� ������� � ����

����� � ������������� ��� �� ��� ����� 1������ ��� �� �� � ���´ ´ o ó  ó  o ó. ´ s ó   ,  o o� �
� �

� �
=1 =1

n n–1
� �~

�� ���� ��� ��� ���� �� ������� � ���� �� �� � ���� � � � ����� �� � o    o o s  ó o o o  ´ :´ ´ ´ ´

 v( ,x) max { v( 1,x )},     1, n
0 x

� � � � �
�

~ c c ~ Ã
� ��

� �

�� � � 
����� � ��� �� � � ���� � � ���� ��
�� �� � �  v(0,x) 1,  ó o   o  v(n,A)     , , . To o o  o  ´  o´ ´ ´~ Ãi n
* *

����� � � ����� � � � � �� ��� �� �� ��ó  o ´  o  o o  ó .´

.� �� ���� ��� ���� ���� �� o o   ó :´ ´

 v( ,x) ( )     (x)� ��� �~ ~x x
� �

�
�
*

� � � � �
� �

~ ~ c ~ ~ ~ ~
� � � �

1  :   v(1,x) max { v(0,x )} max { }  x  ( ) ,   (x)   
0 x 0 x� �+1

1 1 1
1 *

1
x  x 
1 1

E  ó   o o 1 o   ´ ´�� �� ��� ��� � � �� ����

 v( ,x) ( ) ,    (x) .    Tó� � ��~ ~x x
� �

�
�
*

 v( 1,x) max { v( ,x )} max {   ( )  } .
0 x 0 x

� � � � �
� �

b ~ c ~ h
� � � �� �

� � �
�

+1 +1
+1 +1 +1

 x  c�
�

�+1

.�� ��� � � �´ o    f( ) ( ) ,    [0,x] .~ � x  c�
�

�

Tó  o s  ´  o s f o :´ ´ ´�� ����� ��� ��� �� �� ����� � �� �� ���
 f ( ) ( )  ( )   ( )   ( ) .´ –1 –1� � �~ c ~ h c x   x   x   x  c c c c� � � �

� � � �
� � �

A   f ( ) 0  ó   x  ,    x    ,    o s   ,  ´´ ´�� � ��� � � � �� � ��� �� ��� � �� ´
+1~ ~ c ~ ¬ ~ ~x x

 +1  +1 
*

� ��

 v( 1,x)     ( )   .� b ~ h ² ³ ~x x x
 +1  ( +1)  +1 � � � �

� � �+1

E  ´    ó   o s o :´ ´ ´��� ������� ���� � ���� ���� �� ����� ��� �� ��� �� ���

 max  [( ) ]   [( ) ]  .
=1 =1 =1 =1

n n n n� � � �4 5
� � � �

� � � �� � � �~ ~ ¬ � A  1 1
n n n

n
n n

1 /POB HMA 2 : E  ó   ó  o  o o , o   ó  ´ ´ ´ ´����� �� ������ ��� �� ����� ����� � ��
 ��� �� ��� ��� �� �
�������� � ������ ��� �� ��������� �� � �� � ����� ������ �������� � ������ ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o     o o ó o  t .  Z    o  s
� ��� � � 1������ ��� �� �� ��o s  (x) .  o  ó  ó  :´ ´* *~

 c(x , )  c(x , )   { c(x , )    [c(x , ) ] } .
t=0
�B ~ b h b h bÄ� � � � � � �t

t t o o 1 1 2 2



2��� �� �� �� ������� �� �� � � ���� ��� ��� � � �� ��� � �� � � ��´ ´ ´   ,     (x)  o o  o  ó o ó o o  ~
�������� ��� ���� � � ���� �� �� ��� � ������ � � ���� �� ������� � ���� ���� ���o   o   x     o   ,    o o s  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������� � ���´ ´ o :

 v(x) max {c(x, ) v( )}  ,    x 1,2,3,4 ,
x A(x)

~ b ~
�

� � �

ó o   A(1) {2,3} ,  A(2) {1,4} ,   A(3) {1} ,   A(4) {2,4} .� � ~ ~ ~ ~

A  o  o o s ´ s o  :´ ´ ´�������� � �� �� ����� ���� ��� ���� ����

 v(1) max{4 v(2), 3 v(3)}~ b b� �
 v(2) max{2 v(1), 10 v(4)}~ b b� �
 v(3) 2 v(1)~ b �
 v(4) max{4 v(2),  1 v(4)} .~ b b� �

E  o  ó  o  o o ,  o os . . o ´ o ´  o   s´ ´ ´ ´ ´ ´����� �� ��� �� ����� ����� � ��
 ��� � ��� � � � �� � � ��� � �� ��� �� ��
� ��� � � �� ���������� �� ���� � � �� � � �������� �� ������� �´  ó o o  s s   v(x) ,   ó o  o  ó o´ ´ ´ ´
��������� ����� � ��� �����´ ´ ´o  o  n    :

 v (x) max {c(x, ) v ( )} .
x A(x)

(n) (n–1)~ b
�

� � �

A    o o . . o ´ o  o ´ , o o   o    ´ ´ ´ ´ ´ ´������� �� �� ��� � � � �� � � � � � ����� � �� � ��� �� �� ��� ��� ������ ����
� � �� ������ �� ���������� ����� ����� �o  o os  o ó .´ ´ ´
E      o   (1) 2 ,  (2) 1 ,  (3) 1 ,  (4) 4 .  '´ ´ ´��� �������� �� ��� ��������� � ������ � � � � ,�(o) (o) (o) (o)~ ~ ~ ~
����� ��� � ������ �� � ��
 ��� �� � ���´ ´ ´  o  o o o   ó  :

 w (x) c(x, (x))  w ( ) .(o) (o) (o)~ b� � �

 w (1)  4  0.9 w (2)(o) (o)~ b
 w (2)  2  0.9 w (1)(o) (o)~ b
 w (3)  2  0.9 w (1)(o) (o)~ b
 w (4)  1  0.9 w (4)   .(o) (o)~ b

A `o    o  w (4) 10 .  E s o  o ´ s s o o´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ��������� ����� ����� ��� ���� � �� �� �� ������ �� ��� ��(o) ~
������� �� ���� �� � �� �� ��� �� � � � �� �� ���� � � ����� ���´ ´ ´ o ´   o ´ o s, o  o   o  o    w (1) 30.526  (o) ~
��� �� ���������� ��� ���� ����� ����� ����� ���  w (2) 29.474 .  T os ´ s    o   w (3) 29.474  .´ ´ ´ ´(o) (o)~ ~

Y o o o  ´  s o s  w (x, ) c(x, ) w ( ) w (x)   ` s s´ ´� � ��
 ��� � �� �� ���� �� - � � � � ��� �� ��� ��(o) (o) (o)~ b c
�� ����� �� ���� � �� � � ��� ������ �� �� ��� �������� � ������o s   ó o o   o o    o .´ ´ ´ ´ ´

 w (1,3) c(1,3) 0.9w (3) w (1)  3 0.9 29.474 30.526 0.999  0- (o) (o) (o)~ b c ~ b h c ~ c �
 w (2,4) c(2,4) 0.9w (4) w (2)  10 0.9 10 29.474 10.474  0- (o) (o) (o)~ b c ~ b h c ~ c �
 w (4,2) c(4,2) 0.9w (2) w (4)  4 0.9 29.474 10 20.527  0  .- (o) (o) (o)~ b c ~ b h c ~ �

E  o  ` o o s s  o       ,  ' ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� �� ��� � � ���� �� �������� � � ������ � ��� ����� �������� ��� �� ���(o)

�� � � ��� ��� ����� �� �� �� � � �� � � � ��� ���o o    s  o  ó o o  o  :´ ´ ´ ´

 (1) 3,   (2) 4,  (3) 1,  (4) 4.� � � �(1) (1) (1) ((1)~ ~ ~ ~

A ó  o o o    ó  :´ ´� �� �� � ��
 ��� �� ��� � ���

 w (1) 3 0.9w (3)(1) (1)~ b
 w (2) 10 0.9w (4)(1) (1)~ b
 w (3) 2 0.9w (1)(1) (1)~ b



 w (4) 1 0.9w (4)  .(1) (1)~ b

T ´  o   `o     w (4) 10,   `o  ´ ´ ´ ´ ´ �� ����� ��� ���� �� ��� ������� ����� ��� �� ������������� ���(1) ~
������� �� �� � ������� �� �� �� ��� �����´ ´ ´  w (2) 19 ,  ´  `o o  s ´ s  s w (1) 25.263 ,   (1) (1)~ ~
w (3) 24.736 .  O  s o s  :´ ´ ´(1) ~ � ��� ���� �� �����

 w (1,2) c(1,2) 0.9w (2) w (1)  4 0.9 19 25.263 4.163  0- (1) (1) (1)~ b c ~ b h c ~ c �
 w (2,1) c(2,1) 0.9w (1) w (2)  2 0.9 25.273 19 5.737  0- (1) (1) (1)~ b c ~ b h c ~ �
 w (4,2) c(4,2) 0.9w (2) w (4)  4 0.9 19 10 11.1 0 .- (1) (1) (1)~ b c ~ b h c ~ �

E   ´  w (1,2) 0 ,  o   o o o s   o  :´ ´ ´ ´ ´ ´����� �� �� - ������
 ��� �� ��� � ����� ��� �� ��� � ������(1) �

 (1) 2.  4,  (3) 1,  (4) 4  .� � � �(2) (2) (2) (2)~ ~ ~ ~

 w (1) 4 0.9w (2)(2) (2)~ b
 w (2) 10 0.9w (4)(2) (2)~ b
 w (3) 2 0.9w (1)(2) (2)~ b
 w (4) 1 0.9w (4)  .(2) (2)~ b

T ´   s s o  :´ ´ ´ �� �� ���� �������������� ����� ���

 w (4) 10 ,  w (2) 19 ,  w (1) 21.1 ,  w (3) 20.99 .(2) (2) (2) (2)~ ~ ~ ~

 w (1,3) c(1,3) 0.9w (3) w (1)  3 0.9 20.99 21.1 0.791  0- (2) (2) (2)~ b c ~ b h c ~ �
 w (2,1) c(2,1) 0.9w (1) w (2)  2 0.9 21.1 19 1.99  0- (2) (2) (2)~ b c ~ b h c ~ �
 w (4,2) c(4,2) 0.9w (2) w (4)  4 0.9 19 10 11.1  0  .- (2) (2) (2)~ b c ~ b h c ~ �

E  ó s o  o s o o  s, o ó os    ´ ´ ´ ´ ´ ´����� �� � ���� �� �� ���� �� ������ ��� ���� ��������� ��� � ��������
� ������ ����� � �o    .´ ´ (2)

1 /POB HMA 3: Z   o o o     z 3x 4y   o o s :´ ´ ´ ´����� �� ������ � ��� ��� ��� ��������� �� ���� ���� �~ b
  2x y 10b �
 x 2y 6b �
 x  {0,1,4,6}�
 y  (0, ) .� B
E  ó ó  ó   ó  o s ó   ` o s ó s´ ´ ´���� ����� �� �� ������ ��� �� ����� ����� �� � � � �� � � ��������� �� ����
��� � � ���� ���� � ����� �� ��� � � ��������� �� ���� ��
 ��� ` o o o s. E  o  ` o s ó s, o o o s´ ´ ´ ´ ´
�� ���������� � �� ����� �� ������ �� ��� � � ���� ���� � � � � �o o     N 2 ,  ´   o  ` o o o s ( ó ) ´ ´ ´ ´ ´~
��������� �� ���� ���� �� ������������ �� ��������� ��� � � �����
 ��´ ´ ´ ´ ´ ´      o  2  s  B     B  ,  o  o1 2

�� � � ���� � � � � � �� ��� �� ��� � � �� � �� ��
 ���s o ó s ó  o  o o   o  ó o o o o .´ ´
Y o o s ó  o ´ o   o    o   x   o o o   y,  o   ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� �� �� �� �� � ���� �� �� ��� ��� ���� � � ��� �� ������ � � ��� ���
� �(1) (2)~ ~x ,  y .
O ´ os o   o    o  o s s:´ ´ ´� � �� ���� � ��� � � �� ������ �� �� ���������(2)

 B ,  2 B ,     [0, ]    A( )  [ 0 , min{B , } ] ,  � � � �(2) (2) (1) (2)
1 2 1
(2) (2) (2)� � � B ¬ ~ B

2
2
(2)

�� ��� � � �� ��´  o    o s :(1)

 2 B ,  B ,   {0,1,4,6} � � �(1) (1) (1)
1 2
(1) (1)� � � ¬

   A( )   {0,1,4,6}    [0, min{  , B }] .¬ ~�(1)
2
(1)�  B  

2
1
(1)

H  o os ó o s  o   1     R ( ) 3 ,  ´   ´ ´ ´ ´ ´��������� ���� �� � �� � ��� � ���� ����� � � �� � ���������1
(1) (1)~

�������� � � �� � ��� � ����o  ó o s  o   2 :´ ´



 c(B ,  B ) max { }   5 min{B ,   } .^
A( )

1 2 1
(2) (2) (2)

(2) (2)
(2)~ ~

�� �
�  B  

2
2
(2)

H  o  os    :´ ´ ´ ´ ´�������� � � �������� ����� ���� �� �� ���

 B B 2   ,   B B   .1 1 2 2
(2) (1) (2) (1)(1) (1)~ c ~ c� �

2��� �� �� �� ������� �� � ��� � �� �� ���� ��� ��� ���� �� ������� � ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´    o o  ´   o    o o s o
������� � �� ���������� � ��� � �� �����o  o o   o ó  .´ ´

 v(1,B ,  B ) max { 3   v(2, B 2 , B ) } ,
A( )

1 2 1 2
(1) (1) (1) (1)

(1) (1)
(1) (1) (1)~ b c c

�� �
� � �

 v(2,B ,  B )  5 min{ B ,  } ,1 2 1
(2) (2) (2)~  B  

2
2
(2)

ó o    o  o  v(1,10,6) ,  .  10 ,  B 6 .´ ´� � 
����� �� �� ��� � ��� %1
(1)

2
(1)~ ~

1 /POB HMA 4: O  s o  ó s  s ´ s.´ ´ ´� ��������� ����� ���� �� ���� ��� ����� ���

3 .  E ETA TIKH  EPIO O   E TEMBPIOY  870 2 1 - 2 2 1

1 /POB HMA 1: -������ � �����´ ´ o o:
� � ������ � ����� �� ������� � ��� � �� � ��) N    o  o  o s o o (1) o (6)´ ´ ´ ´

i) M   o o  o ´  o  o ´ o ´ .´ ´� �� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� �
� � � ��� � ������ �� � � �� ������ ��� �� ����� ������� �) N  o    o  o os  ó  o´ ´ ´ ´

�� ���������� �o o .´

1 /POB HMA 2: As o  ó  o  os  n s E ,E , E . O ó os´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ����� �� �� �������� ������� �� �1 2 nÃ
�������� �� ����� �� ��� ������� � � ��� �� ����� ��� � � �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s s E     T , i 1,2, ,n. M o o   o  o o  i i ~ Ã
������� ������� ��� � � ����� ����������� ��� �� � ������� ����� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ (  s ó o ós s)     E  ´  i

�� ���� ������ �� ��� ��� ����o   t o   os R (t).´ ´ ´ ´ ´ i

To ó       s  ´  o  o o  o o ó´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ������ � ����� �������� � � ������ � � � ������ � ��� � ��� ���
����´ os.
N   o ó   ó  o  o o .´ ´ ´� ������ ��� � �� ����� ��� �� ����� -������ � 1� ���������� �

1 /POB HMA 3: E  o ó :�� � �� �����

 max(x )n
t=1 t

2

 max(x ) 1n
t=1 t ~

 x 0t �
N     o o o  o  o o .´ ´ ´ ´� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

1 /POB HMA 4: As o  o ó ó  s o s o  o s  ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� � ����� �� ����� �� ����� �� ������� � ��� � �� ���
����� � ������ ��� ����� ������� ��� �� ��� � �� � �������� � ������ ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o. N       o  o o    o   
�� ����́.
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1 / �POB HMA 1: )  i)      o o . . . o    o   ´ ´ ´ ´ ´2��� �� �� �� ��� � � � � �� � ��� ��� ������ �� �������
v (x) 0 ,   ó  s s o s,  ó o  o `  s s  ´ ´ ´(0) ~ ��� �� � ��� �� �������� ����� �� ��� ����� 
 ��� ���� ��� � �� ������

 v (x) min {c(x, ) v ( )} ,
A(x)

(n) (n–1)~ b
��

� �

����� � � �� ��� ��� ��� �� ���� � � �� � ����������´ ´ ´ ´s ó o  o`   v (x)   x ,   o   o  n .  O   �Q��[�� �Y~ (n-1) D
�������� ��� ����� �� � ������� ������´ ´ ´ ´ o  o      ( v (6) 0 ) .(n) ~

 ux u (x) (x) (x) (x) u (x) (x) u (x) (x) u (x) (x)(1) (3) (4) (5)(2)� �(1) (2) (3) (4) (1)� � �
1 2 2 5 2 8 2 13 2 3 13 3�́
2 3 3 6 3 11 3 12 3 4 12 3 4´ ´� �
3 3 4 8 4 9 5 9 5 9 5
4 5 5 7 5 7 5 7 5 7 5
5 2 6 2 6 2 6 2 6 6 2

E o s   o     1,3,5,6   ó os  13 .´ ´ ´ ´� ��� � �������� ����� �� ����� � �� � ��

ii) o    o     o :´ ´ ´ ´ ´1���� ��� ��� ������ �� ������� ��� ��� �������� � ������

 x : 1 2 3 4 5 6  
 (x) : 2 3 5 5 6   �o c

,� ���� ��� � ������ �� � ��
 ��� �� � ��� �� ���� � � ��� �'   o  o o o   ó   w (x)    o s o s :´ ´ ´ ´ ´(o)

 w (x) c(x, ( (x))  ,   o´(0) (o) (o)~ � � ��� ����� �������[� Zb

 w (6) 0 ,   w (5) 2 w (6) 2 ,     w (4) 5 w (5) 7 ,   (o) (o) (o) (o) (o)~ ~ b ~ ~ b ~
 w (3) 7 w (5) 9 ,    w (2) 3 w (3) 12 ,  w (1) 2 w (2) 14  .(o) (o) (o) (o) (o) (o)~ b ~ b b ~ ~ b ~

E o  ´  s o s :´ ´����
 ��� � �� �� ���� ��

 w (x, ) w (x)  [c(x, ) w ( )] ,     A(x) { (x)} .- � � � � �(o) (o) (o) (o)~ c b � c

 w (1,3) w (1) [c(1,3) w (3)] 14 [4 9]  1  0- (o) (o) (o)~ c b ~ c b ~ �
 w (2,4) w (2) [c(2,4) w (4)] 12 [5 7]  0- (o) (o) (o)~ c b ~ c b ~
 w (3,4) w (3) [c(3,4) w (4)] 9 [3 7]  1  0- (o) (o) (o)~ c b ~ c b ~ c �
 w (4,6) w (4) [c(4,6) w (6)] 7 8  1  0 .- (o) (o) (o)~ c b ~ c ~ c �

H o   w     ó o  o  ó o  1    ó   3 ,   o´ ´ ´ ´ ´���� �� - ����� ������ � � ��� � � � �� ��� ��� �� ���� ���� ����
 ���(o)

��� � ������ � ��� � � � � � � �� ��� ����� ��� o  ' ó  ó o o  ó o  o  :´ ´



 0 ,   (2) 3 ,   (3) 5 ,   4 5 ,   (5) 6 .� � � � �(1) (1) (2) (4) (1)~ ~ ~ ~ ~

,�� ��� � �� ���     o  :´(1)

 w (6) 0 ,  w (5) 2 0 2 ,   w (4) 5 2 7 ,   w (3) 7 2 9 ,  (1) (1) (1) (1)~ ~ b ~ ~ b ~ ~ b ~
 w (2) 3 9 12 ,  w (1) 4 9 13 .(1) (1)~ b ~ ~ b ~

1���� ��� ���� �� ���� �� -´ ´ ´o   s o s  w(1)

 w (1,2) w (1) [c(1,2) w (2)] 13 [2 12]  1  0- (1) (1) (1)~ c b ~ c b ~ c �
 w (2,4) 12 [5 7]  0- (1) ~ c b ~
 w (3,4) 9 [3 7]  1  0- (1) ~ c b ~ c �
 w (4,6) 7 [8 0]  1  0 .- (1) ~ c b ~ c �

E  ó s o  o s  w 0,       .´ ´ ´ ´����� �� � ���� �� - � � ����� ��������(1) (1)�

� ������� �� ������ �����) To ó ó  :´

 (max) u
i=1

6� �i i

 . . u u 2� � 1 2c �
  u u 41 3c �
  u u 32 3c �
  u u 52 4c �
  u u 33 4c �
  u u 73 5c �
  u u 54 5c �
  u u 84 6c �
  u u 25 6c �
  u 0  .6 ~

1 /POB HMA 2: M   ,  o   o o  o  ó o oo ó (  ó  o´ ´� � ������ ��� �� ���� ��
 ��� � � � �� �� ���� ��� �� �t

��� � � ������ ���� ���� � ������´ ´ ´os) o  o   o .

i) E o o os:´ ´��� ��� � ��  A  o o´� ���� ��� ���

  v(x) c(x , )     ó o   x x ,  
t=0

~ ~
B� � � � �t

t t o

����� ���´ o  

 v(x ) c(x , ) c(x , ) c(x , ) c(x , ) c(x , ) v( ) .
t=1 t=0

o o o t t o c o o o
t t ´ ´

o o~ b ~ b ~ b
B B

� � � � � � � � � �� �
A `o   o      ó  o  s ´ s´ ´ ´ ´ ´� ���� ��� ����� ���� ����� ��� ���� �� �� �� ������ ���� ��� ����� ���
������� �� � �� ����� � � ����� � ��
 ��� ���� ��� ��� � ������� �� �����´ ´ ´ ´ ´ ´  o ó  o  o  o o , o o  o  o o
�� ����� ������� � �� ���������� �ó  o  o o :´ ´

 v(x) min {c(x, ) v( )} ,
A(x)

~ b
��

� � �

ó o  A(1) {1,3},   A(2) {1},  A(3) {2,3} .� � ~ ~ ~



,�� �� ���� � � �� ������ ������ � � ��� �� ��� � � � � � � � ��� ��� ����� ��   o  o os o o o   o o . . . o , ó s o   ´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� � ������ �� ���������� ����� �� ������� � 1���� ��� ��� ������ � ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o   o ó o . o    o :

 (1) 3 ,   2 1 ,   (3) 3 .� � �(o) (o) (o)~ ~ ~

T  ó   w (x)  o  o s  s:´ ´ ´� � ��� ��� ���� �� �� ������� ������(o)

 w (1) 10 w (3) 10 0.5w (3)      w (3) 2(o) (o) (o) (o)~ b ~ b ~ ~� 1
0.5

 w (2) 4 0.5w (1)   w (1) 10 0.5.2 11(o) (o) (o)~ b ¬ ~ b ~I
 w (3) 1 w (3) 1 0.5w (3)   w (2) 4 0.5.11 9,5(o) (o) (o) (o)~ b ~ b ~ b ~�

E o  s o s  w  :´ ´����
 ��� �� ���� �� - (o)

 w (1,1) w (1) [c(1,1) w (1)] 11 [2 0.5 11]  3.5  0- �(o) (o) (o)~ c b ~ c b h ~ �
 w (3,2) w (3) [c(3,2) w (2)] 2 [3 0.5 9.5]  0 .- �(o) (o) (o)~ c b ~ c b h �

2��.:  o  ó o  (2)   o  o s  ' ó    ó o ´ ´ ´ ´ ´,�� � � � �� ��� �����
 ��� ���� �� ������ � ��� � ������� ��� � � ������

�� ����ó .
T ´ ,   w (1,1) 0,  o ó o  o :´ ´ �� ������ - ����� ���� 
 ��� ���� ������(o) �

 (1) 1,  (2) 1,   (3) 3� � �(1) (1) (1)~ ~ ~

 w (1) 2 0.5w (1)  w (1) 4(1) (1) (1)~ b ~ ~2
0.5

 w (2) 4 0.5w (1)  w (2) 4 0.5.4 6(1) (1) (1)~ b ¬ ~ b ~I
 w (3) 1 0.5w (3)  w (3) 2(1) (1) (1)~ b ~ ~1

0.5

 w (1,3) w (1) [c(1,3) w (3)] 4 (10 0.5 2)  7  0- �( (1) (1)1) ~ c b ~ c b h ~ c �
 w (3,2) w (3) [c(3,2) w (2)] 2 (3 0.5 6)  4  0 .- �( (1) (2)1) ~ c b ~ c b h ~ c �

E   w 0 ,   o      ,  o s     ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� - � � ������ � ����� �������� ��� �� ��� �� ������ ���������(1) (1)�
x 1 ,  o  ó    o o  o ó ó os   o  ó´ ´ ´ ´o ~ �� ��� �� ��� �� ������� � ����� � ���� ��� � �� ������ �� ���� ��� � ����
�� � � �� 2�������� � � ������ � � ��� ����o  ó o  1 . , o  o s  ,   o  :´ ´ ´(o) (1)

ii)  M´ o o os:´�� � ��   o o o  o  ó o s o s s  ****  s . ***´ ´ ´,�� � ������� � � ��� � � �� � �� �� ������ �� ���

����� ��� �� ��� �� ����� �������� ��� � ������ � ������ �� ���� � ��� � ��� �������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o  ó       o     o o  o s 0

���� �� �´ :

 (x, )    x X (1)� �0 0) min ( ,
A(x)

_
~

��
� � � D �

  (x, ) (x, ) min {c(x, ) ( , )}     x X (2)
A(x)

_
� � � � � � � �

�
0 0 0b ~ b D �

�

ó o  ´   o  o  o os,   o  o ó os ó os.    o´ ´ ´
_

� � �� �� � � ���� ��
���� � ��� ��� �� � � �� ��� � �� , �� �� ���� � �
�� ������ ����� 
 ��� �� ���������� � � � ���� �� �� �� ���� � � ����� ��� �o os ó o    . . . o     o  o´ ´ ´ ´ ´
�� ������ �� ��� ��� �������� �� ��� ������ � ������o os, s . 2.34. E      o   ´ ´ ´ ´



  :   (1) 1 ,  (2) 1,  (3) 3.� � � �0 (0) (0) (0)~ ~ ~

H o     ´ ´ ´� ������ � ����������� �� ��������0

� � ������ � ������o  o  os.´ ´

2��� � ������ �� �� � ��� ���� ��� �� � ���� � � � � � ���� �� � �  o o  o  s ´ s o o o    ,   ( o s  ****).´ ´ ´ ´0

 (1) (1) A o s ´ s s o :´ ´� � � �� ���� ��� ���� ����� ��~
 (2) (1) (1) (2) 2,� � � �~ ~ ~
 (3) (3) (3) 1,� � �~ ~
 (1) (1) 2 (1) (1) 0� � � �b ~ b ~
 (2) (2) 4 (1) (2) 2� � � �b ~ b ~
 (3) (3) 1 (3) (3) 3� � � �b ~ b ~
 (3) 0 (“ ")´� ���������~
 (1) 0 (“ ")´� ���������~

E o  ´    o   o o  s ´ s 1,2.  :´ ´ ´ ´ ´����
 ��� � �� �� � � ������ � ���� � ��� �� ���� ��� 2����������� ������o

(1) (1) (3) A o s s s   ó o´ ´ ´� � � �� ������ ���� ��� ������ � ��
 (1) (1)   ´   ( (1) (3))� � � �� �� � �� �
 (2) (1) ` ó o ó o   o ´� � ,� ��� ����� ���� 
 ��� ��� � �������
 (3) (3) o s  (1) 3,   o s s´ ´� � ����� ��� � ��� ���� ��� ��� ~
 (3) (2) ó o s o s s. E  o´ ´ ´� � �� � ��� �� ����� ���� ��� ����� ����
 (3) (2)  o  .´� � ��� � ������ �� 1

(2) (1) (1) 2 (1) (1) 3,  (2) 1,  (3) 3,  s o o s´� � � � � � �� � ��b � b ~ ~ ~1 (1) (1)

 (1) (1) 10 (3)    :´ ´ ´� � � � �������� �������� ������� b � b
 (3) (3) 1 (3)  � � �b � b
 (3) (3) 3 (2)� � �b � b

  O  ´ s o  o o    :´ ´� ���� ��� � � ������ �� �� ���� � �����4

  (1) (3)� �~
  (3) (3)� �~
  (2) (1)� �~
  (1) (1) 10 (3)� � �b ~ b
  (2) (2) 4 (1)� � �b ~ b
  (3) (3) 1 (3)� � �b ~ b
  (3) 0� ~

A ' s o   :  (1) (2) (3) 1,  (1) 9,  (2) 12,  (3) 0 .´ ´� ���� ����� ��� � � � � � �~ ~ ~ ~ ~ ~

E o   s s ó s. O  ´ s s o s (1) o´ ´ ´ ´ ´����
 ��� ���� �� ������� ������� ���� � ���� ��� �� ���� ���� ��
�� ��� ��� ���� ��� ��� ���� �
 ��� ��o ´s  ´ s. E  ` o  s (2).

 (1) (1) 2 (1) 1 9 2 9� � �b � b ¬ b � b
 (1) (1) 10 (3) 1 9 10 0� � �b � b ¬ b � b
 (3) (3) 1 (3) 1 1� � �b � b ¬ �
 (3) (3) 3 (2) 1 3 12� � �b � b ¬ � b

E  o   o  ´ s s o s  2 ,         o   o´ ´ ´ ´ ´ ´����� ���� �� ��� � ���� ��� �� ���� � � ����� � �������� � ������ ��� �1

�� ����� ��� � � �� �ó  o  ó o s.´

E o s,   x 1 ,     ´    3     o  ó´ ´ ´ ´ ´� ��� �� ������ �� ���� �� �� ���� ��� ���� �� �������� ��� � ����o ~
����́ .



1 /POB HMA 3:   o o o o  o ó    o  o  o`´ ´,�� �� � ���� � ��� ��� � �� ����� �� ��� � ����� � � -������ �
1� ���������� � ������ �� �� ��� ��� ��� � � � � � ��������� � ��� �� ���� �o o` ,   o o o  o s ´ o s   o ,´ ´ ´ ´
�� �������� �� ��������� � �� � ���� � ��� �� ������ ��� ��������� ������� ,   ó o s/ o s  s s  s s.´ ´ ´ ´ ´ ´

E   o  o s ´  o  o ,  o  o s ó o´ ´ ´ ´ ´ ´����� ��� ������� ���� ���� �� ������ � � � �������� ����� �� �� ��� �� ����� � �
��� ���� � � � � ��� � ����� ������� ��� � ������ ���� ����� ��� ��� ������ ���s ó o s o  o os ós s  o ,  ´  .  ´ ´ ´ ´ ´
����������� �� �� �� ����� �������´ ´ ´ s o o s s.

To ó os o  o   o o o   o o ós ó os  ´ ´ ´ ´� �� � � ��� ��� �� ������� � ��� ��� ����� ��� ��� �� � ����� ��
����� � �� �� � ������� �� ����� �� ����� �� ��� ��� ��������� ���� ��´ o  ó s o  s. A ó  o o   s  o os´ ´ ´ ´ ´ ´
� �� �ó o s.
   1,   o o    o ´ ´ ´ ´�� ������� � ������� � ��� ������� �� �������

 c(x, )  � ~ H
   0, o ´���� ������
 
,�� � � �� ��� ���� �� ��������� � � �������� ������ �� ��� ��� � �� �����  o  o o ó s s o  os   o  o s ´s´ ´ ´ ´ ´
������� ������� �� �� ���������� �� �� � �� � ��� ��� �����
���� �� ��� ��� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s o   o , ´  ó s  o ,    o  o s
�������� ����� ���� �� ������o    .´ ´ ´

1��������� ��� �� �� ��� ��� ��� ��� ������ �� ���� ������ � � �� ��������� ��´ ´ ´ ´ ´ ´   o o o    o   o    
��� ��� �� ���� ������ �� ��� ��� ���� �� � ��  �� �� ������� ��� ��� � �����´ ´ ´ ´ ´ ´o  ó ,   o   o ó  ´    o os ós.
A ó o o   o   o ó o ó o    ós.´ ´ ´ ´ ´�� � ����� ��� �� ��� ��� ���� �� � � �� � �� ������� ��� ���� �����
E o s,   o o   s s o o s   o´ ´ ´ ´ ´ ´� ��� ������ �� �� ���� ��� �� ���� �� ���� � ��� ���� ��������� � �
�������� ��� ��� ���� � ��������� �� �� ��� ��
���� �� � ��������´ ´ ´ ´ ´os. E  o     o o  `o o   (t ,t , ,t ,A) 1 2 mÃ
,  ó o   t , ,t    o  ó o  o  o  , . t  o  o o ó´ ´ ´ ´� � ����� � �� � � � � �������� ������� ��� ���� ��
�� � �� ���1 m iÃ
�������� � � �� ����� �� �� ��������� ����� �� � ����� � ��� � � �´ ´ ´ ´ ´ o    ó  os o ós  i ,  ´  o  A   o o o 
������ � � � � � � � ����������� ��� ���� ������� � � �� ���� � ����� �� ��� ´   o o      . O ´ os o   o ´s´ ´ ´ ´ ´ ´
� ��� �o o o  A .´

A  ´    v(t ,t , t ,A)  o o  o  o ó o o    ´ ´ ´� � �� �� ���� ��
 ��� � � ������� �� � � � ���������� ��� ��1 2 mÃ

����� � �� �� � ������� � � ��� � � �� � ��� �� ����� � ��� ��� ���� ��´ o  ó s o  s o  ó o   A ,  o o   ó o    s´ ´ ´
������� ���� ��� �� �� ��� �� ���� ��� � � -������ � 1� ���������� �ó s   o  s ´ s o  o`  o o` .´
2����������� �� ��� �� � � � ����� � ����� ����� ����� � ���´ ´ ´ ´,   t , ,t 0 ,  .  ó o  o  o   o o , 1 mÃ £

����� ��� �� ���� � �� ���� ���� �� �������� �� �� � �� ��´ ´ ´ ´ ´o  ó  ´ ,   `o  o   t min(t , ,t ) ,  o ó  ~ Ã1 m

�� ��� ������ ���� ��������� � � ��� � ������� � �� ��´ ´ ´ ´ ´o      (t t,t t, ,t t,A)  ó o   o o  `o   t t  1 2 m ic c Ã c c
����� �� �� ��� �� �� �� �� ��� ���� ��� � �� �� �� ��� �� � �� ��� ��������´ ´ ´ ´ ` o  ` , ´   o  ´  ó os o   t ,  .  o o ó 
� � ������o  .´

E o s ó   t 0,  i 1, ,m ,  o  :´ ´� ��� ��� �� ���i £ ~ Ã

 u(t , ,t ,A)  t 0(t t, ,t t,A) ,  ó o   t min(t , ,t ) .n Ã ~ b c Ã ~ Ãm 1 m 1 m� �

O  ´    ó  t 0,   o  s s `o o´ ´ ´ ´ ´ ´��� � �� ��� � ������ ���� ������ �� ������ ��� �������� ������� �� �1 ~
��� � ��� �� �� ������ ��� �� � ������� ����� �´ ´ ´ ´o o  A ,    s o  o s s o s.

E , s  s ó s, ó  o     ´ o  o   s. Tó  ´ ´ ´ ´ ´�� � �� ����� �� ����� ���� �� � � �� � � ����� � ����� ������� �� ��
������ ��� � ������� �� � � �� ���� ��������� �� � �� �����´ ´ ´ ´o     s ó o  A ,   ó  , o (0, ,0,t , , )    (  Ã Ã�+1

T  , T  , , T  , t  , t  , A {E , E , , E  }) ,   `  o     ´ o  o   o´ ´i i i i i i1 2 1 2Ã c Ã
� ��+1 m ����� � � � �� � � ����� � �� �� ��

“ o " o s   o    s s o  o  , ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� ������ ��� �������� �� �� �� �������� �� ������� � � � � ��������� �� 
�� � ��� � �� ������� �� � ������� ���� ��� � ���� �� �� �����o o o o  A   o  o  s s. E      :´ ´ ´ ´ ´ ´

 v(0, ,0,t , ,t ) min v(T , ,T , t  , t , A { , , })  .
( , , ) A

Ã Ã ~ Ã c Ã
Ã �

� � �

�

+1 m +1 m 1
1� �

� �D E� �1 �

T     v(t , ,t , ) max(t , ,t ) .´ ´�������� ������� 1 m 1 mÃ J ~ Ã



Z  o  v(0, ,0,{E , ,E }) .´����� � Ã Ã1 n

1 /POB HMA 4: E  ó  o s ó    2  ó o s (2  ´ s)   2  ´ ´���� �� ����� ����� �� � � � �� � � � ���� ��� ���
���� � � ��������� ���� ���� �� �� �� � ����� � � ����� �� ��� ����� ���ó o s (2  s). A ´s o    o  o  o  s ´ s,´ ´ ´ ´
� � ���� -������ � 1� ���������� � � � �� ������ �����o o o o`  o o`  o  o os  :´ ´ ´

 v(2,B ,B ) c(B ,B )  10 min ,  ,^1 2 1 2~ ~ D EB B
2 3

1 2

 v(1,B ,B ) max {5x 10v(2,B 3x, B x)} ,
x {0,1,2,4,7}1 2 1 2~ b c c
�

ó o   o  v(1,12,8) .´� � 
����� �
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1 /POB HMA 1: E  ó ó    o  os   ´ ´ ´ ´���� ����� �� ���� ��������� � � �������� �� ������ ��
���������� ���� � ������� � � ��� �� �� ���������� 2��� ��
 ��� �� � ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´o  o  s o   o  . o o    X  o o o
��� � � � ������ �´   ´ .

E     o ` o o  X .  E o  s o  ó  o ´ os o   A  ´ ´ ´ ´ ´ ´��� � ��������� ����� � � �� � �� �� ����� �� ������ �� � � �� ���� �
���� ��������� �����
���� �� � ��� � � ���� ��
 ��� � �������   X    o o o  X .  M   v(X)  o o  o o´ ´ ´ ´ ´
� �� �� �� ������  � ��� �� ���������� ��� � ��� � � � ������ � � �ó os o   t s o os s s, ó  o o o  ´  o´ ´ ´ ´
�� ��� �� �����o o    X .´ ´

O  `o   `   X ,  `os `o s ` s o   ` o��� ����� ����� ���� ��� ������ ��� �� �� ����� �� � � ��� �� ��
��������� � � �� ��� ��� � �� �� �� ��������� � ��� �� � �� �� � ��� �� �� ��� �` , ` o   o s ` o  ` ,  o ` s o o`   o`  o
�� � � � ���� ��� ���� �� ��� ��� � �� �������� �� �� � ���� �� ��`o o o  `  `  `o  `  s ` s. A `os `  ` os   t(X) T~�

i X¤
L�

��� C ����� � ��o ` o  `o   ` o  ` s  o `  ` s � �� ��� �� ��� �� ��� �� �������� ���� ��� ���� � � ��� ����� � �
������  � � ���� ��������� ��� ��� ��� �� ���� �� ������� ��� ��� �������` . A     X  o   ó   o     ´ ´ ´ ´
E X , ó    ´   o    t(X) T  ,   o s  o  s´ ´ ´ ´ ´j j� b� �� ���� �� ����� ��� �� �� ���� ������ ��� �� ��� � ������� �� ��
�� ��� ��� �� � � � �� ����� � � �� �� ��� �������� � ��� � �� �����o o ó ó o o s    t T  . O o  o   , o o o  X      ´ ´ ´ ´ ´ ´b j

´

X {E } ,     E     . E   o o  o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´c j j������ � �� ���� ���������� ��� ����� ��� � �� �� ��� ��� ���� ��
������� � ����o o s :´

 v(X) min {t(X) T v(X {E })} .
E X

~ b b c
�j

j j

O   o os s s :  v( ) 0 .´ ´ ´ ´����� ������� �� ��� �� ���������� J ~



Z   o  o  v({E ,E , ,E }) .´ ´����� �� �� ��� � 1 2 nÃ

1 /POB HMA 2: o      ós os o os s´ ´ ´ ´ ´1���� ��� ��� ��������� ��� ������ �� ��������� �� ��� ��
���� � � � � �����
 ��� � ���� ��� ��� �������� � ��� ������������� �� � ��� ��ó o  o  o . A ó        o o  ´ ´ ´ ´ ´
��� ��� �� � �������� � ������ �� ���� ������ � ���������� ��� � ���� �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´o   o  o , ´  o  o o  o o  
���� ����o o.´

2��� ��
 ��� �� � ��� ������ � ������� �� ��� ���� ����� �� �� � ���o o       , ó s o  o . E  ó ó ,   0 ,  ´ ´ ´ ´ ´ ~
��� ��� ������������� �� �� � ��� ��� � ���� ��´ ´ ´ ´o  , ´    3  o  o o .~
A    X  o o    ó o  o   o , ó   o´ ´ ´ ´ ´� �� ���� ��� ��� ��� ��������� � � � �������� ��� � ������ � �� �� ��� ���
�� ���� �� � ���� ��� �� � ������ ��� ���� � �� ��� ��������� � �� ���� ��ó   o o   o   o o, `o        ´ ´ ´ ´ ´
����� ���� ���� ��������� � ��� �� ����� ���� ����ó   1 r      1    ó   r     X :´c b� �

ó o   0,1,2    r    ó    o´� � � ��� � ����� ���� �� ������� �~ �

�������� ��� ���� ������ �´ ´ ´ ó      .

E  o o  o  ó    ó   r    `o :´ ´ ´ ´ ´���� ��� � �� � ��� �� ���� � ����� ���� ������� ���

 r P(  )        ,  0,1,2 ,� ~ ~ ~ ~ ~ Z  
Z P(Z ) P(Z )  P P  

 P(Z ,Z )  P(Z ) P~
� � � bÄb

~ � ~�
� � �

� � � �

� 3
�

ó o   Z    o  os,  o   p 0 ,  o   o o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � 
 � � � ��������� ��� ��� ��� �� � ��� ���� ���� ��������0 ~
�� ��� ������ �� ��� ������ � � �� � �� � �� 
 � � � ���´ ´ ´ ´o   ó    o  ´ o ó o s s o . E   
 r 0 ,   r    P  ,    r   .0 1 1 2~ ~ ~ ~P P

 P P P   P P  
1 2

1 2 3 2 3b b b

As o  ´    ó o s   . Y o o  ó   ´ ´ ´ ´ ´� ��� � �� �� ��������� � �� � ��� �� �������� � ��� ��� �� � �������������
�� ��������� ������� �������� ���� �� ��� ��� �� �� � �������� ������ ��ós os  . E s o o  ó   o   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� ������� ��� ������� ���� � ����� �� ������ ���� ��� ���� ���� �� �� ����o   ,      s, .   s ó s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� � � � �� �� �������������� ���� �� ���� ���� ��� �� ��� � ������� ó o , o ó    s  o o. E  o  o ´ ´ ´ ´ ´
��������� ���������� � �� � ���� � �
���� � �� ���� �� �������� � ��������´ ´ ´ ´ : (   0  o `   ó    o ,~
��� �� � � �� ���� �� �������������� ��� �� ���� �� � ������� ���� ����   1   ó   . K    o o  o o ós´ ´ ´ ´~
� � ����� �� � � � ����� �� ���� ����� ���� ���������� ����� ����� ��� � ´ , ó o     ó  s ´   o´ ´ ´
������ �� � �� ��� ��� �������´ ´o o ó os, ó  ó ).

M   d  o o  o ó os s o  os,    c  o´ ´ ´ ´� ���� ��
 ��� � � �� ������������� �������� � ��������� ��� �� �
� �� ������������� ��������� � � ���� ����� � ����������� ��� � ��� ����ó os s os o  o . O  s  1  o´ ´ ´ ´ ´~
��� ������� ���� ��������� ��� �� ���� ������ �� ��� �� ����� �� �'     1   ó    0 ,   o  o  ó  ´ ´ ´ ´ ´
������������� ������� ���� ��� ���� ���� �� ��� �� ���� ���� � � �������� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  s,    o  o  o o o  
��������� ��� ���� ���������´ ´     1 .
M   o    o o  o  s ´ s o o s o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� � ������� ����� ����� ��� � �� ���� ��� �� ���� ��� ������� � ���� � �
��� � ������ ��� � � �� �´ o  ó o  ó o s :
E  ó s o  s o s o o  ó o  , o  ´ s s o s  ´ ´ ´ ´ ´ ´����� �� � ������ � ������ ���� ��� �� � � ��� ������� � ���� ��� �� � ���
� � � ���� �� ���� � ���� � � � �

�
(i) min { P ( ) (j)}  o  o o  :  (1) (2) (3)  .

Ai j
´ ´~ ~ ~ ~

�
� ij

E   ó o o o o o ´ .´ ´ ´��� ����� � � � ������ ��� � ���� �� �

 (1) min{ r d r (1) (1 r ) (2) , c (1) }� � � � �b ~ b b c b1 1 1

 (2) min{ r d r (1) (1 r ) (3) , c (1) }� � � � �b ~ b b c b2 2 2

 (3) c (1) .� � �b ~ b



2� ���������� �� �� ���o  s o  :´ ´ ´

 P  ,  P  ,  P   r P  ,  r   ,  d 24 ,  c 10 .1 2 3 1 1 2~ ~ ~ ¬ ~ ~ ~ ~ ~ ~1 1 1 1 2
4 2 4 4 P P 3

P2

2 3b

E  o  ´ s o  :´��� � ���� ��� ��� ����

 (1) min{ 6 (1) (2) ,  10 (1) }� � � � �b ~ b b b1 3
4 4

 (2) min{ 16 (1) (3) ,  10 (1) }� � � � �b ~ b b b2 1
3 3

 (3) 10 (1) .� � �b ~ b

,�� �� ���� � � �� ������ ����� 
 ��� �� ��� � - 1 0������� �� ��� � ������ � �   o  o os ó o   o o . .T.    o  o´ ´ ´ ´ ´
����������� ���� �� ��� � � � ,� ����� �� ���´ ´ ´ ´ o , .  (1) (2) (3) 1. '  o  :(0) (0) (0)~ ~ ~

 (1) 10 (1)� � �(0) (0) (0)b ~ b

 (2) 10 (1)  10� � � �(0) (0) (0) (0)b ~ b ¬ ~I
 (3) 10 (1)   (1) (2) (3) 0 .� � � � � �(0) (0) (0) (0) (0) (0)b ~ b ~ ~ ~
 o  (1) 0 .´.�� ��� �(0) ~

E o   o o o  o  ´ s o o s s s  1,2  ó o´ ´ ´ ´����
 ��� �� ���� � � ����� � ���� ��� ������� � ���� ��� ���������� � �
�� ��� ����������� �� �����´ ´ ´o  s o s.

   6 (1) (2)  10 6   ó
; ;

� � � � ��(0) (0) (0) (0)b � b b ¯ �1 3
4 4

  (2)  16 (1) (2)  10 16   
; ;

� � � � ���(0) (0) –(0) (0)b � b b ¯ �2 1
3 3

B o  ó   ó      1 ,   o s o´ ´ ´ ´ ´��� ��� �� � ������� ���� �������
���� ���� ��������� ��� �� ��� ����� ���
��� ���� ����� � ������ o  o .´ ´

 (1) 0,  (2) (3) 1� � �(1) (1) (1)~ ~ ~

 (1) 6 (2)� � � �(1) (1) (1) (1)b ~ b b1 3
4 4

 (2) 10                            � � �(1) (1) (1)b ~ b

    I ¬

 (3) 10 (1)� � �(1) (1) (1)b ~ b

 o   (1) 0 ´.�� ��� �(1) ~

 (2)  (3)  10 , � � �(1) (1) (1)~ ~ c  
  6 (10 )  6 7.5         7.7  ,� � � � �(1) (1) (1) (1) (1)~ b c ~ b c ¬ ~ ¬ ~ ~3 3 7 27 54

4 4 4 2 7
 (2)  (1) 0,  (2) (3) 2.3  .� � � �(1) (1) (1) (1)~ ~ ~

E o    ó  :´ ´����
 ��� ���� �� ������� ����

 (1)  10 (1)     10    
; ;

� � � � ���(1) (1) (1) (1)b � b ¬ �

 (2)  16 (1) (2)  10  16  2.3   
; ;

� � � � ���(1) (1) (1) (1)b � b b ¬ � b h2 1 1
3 3 3



B o  ó  o  ´ s o o s o o o   o s  ´ ´ ´ ´ ´��� ��� �� � ���� ��� ������� � ���� ���� � � ����� ��� �� ��� � ��������
� ������ ����� � � �� � � ��� � � ������ � � ���������� � � ��������o    ,   (1) 0 ,  (2) 1 ,  .  o  o  `  o ´ ´ ´ ´* *~ ~
� �� ������� ��� �� ��� ���� ���� ����� � ������ ��� ������� ���������ó s ´   2  ó  o s o s,   ó   .´ ´ ´ ´ ´ ´
2���� �� � ������ ��� ����� �� �� � ������������� � � ��������� ������� ���´ ´ ´ ´ ´ ´: A    o  ó    o  os  
�� ���� ��� � � � �� �� ������ ��� ���������� ���� ��������� ������ ���� ���� ��o  ` o o, ó         0 ,     s´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ���� ���� � � ���� ��� ��������� � �������� �� ���� ���� ���� �������� � �ó s ó o     o    o o. H  ´ ´ ´ ´ ´ ´
����  �� � � ���� ��� ������ �� ����� ��� � �� �����`  '     o o  .´ ´ ´ ´ ´

1 /POB HMA 3: E    o ós o  ó o ´ ,   o´ ´ ´ ´����� ��� ������� ���� ���� �� � ����� � ��� � ��� �� ������ �� ���
o s   s o s, o ó  `  o  o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´������ �� ������ ������ � �� � �� ����� � ���� ����� � ��
 ��� ��
����� �� ������ �������� ���� ��� ��� �� ��� ����� ���� �� ������� ������o  . As o o    x  ó    o ós,´ ´ ´ ´
�� ��� � ���� � � �������� � o o  o  o .´ ´ ´
-����� � � �� ���� ��
 ��� � ��������� �� ������� ������ ��� ��´ ´ ´ ´  x P{Y}  ó o    Y  o o  o o   o ós    B  ~
� ����� ��� �� ������ ������ �� � �� ������� � �� �� �� ������ �� �������o ó o   (  o o    ó ). Tó ,  o s o´ ´ ´ ´ ´ ´
�� � ������� ��� � �� � ����� ���� �� ���� � � ������ ����� ��� �� o   o ,  ó    o  ó    :´ ´ ´ ´

 P(B) P(B/Y) P(Y) P(B/ó  Y) P(ó  Y) .~ h b h�� ��

O s o  o  o  o os  P(B/Y) P ,  ´   ó ó   P(B/ó  Y)  0 .  ´ ´ ´� �� �� ��� ���� � � �� ������ �� ����� ����� �� ��~ ~
E   P(B) px .��� ~

-����� ������ � �� ���� � ������ �� ����� ���� � �� �� �������� � ����´ ´ ´ ´ o s `    o ó  ó   px , o ó     R o s 
��� �� ����� ��� � �������� � ��� �� � � ���� �� ����� ���� 2��� ��������� ����  ´  o ,    o    ó  1 px.   ´ ´ ´ ´c
������ �� ������ �� ��� ������ ���� ���� � ���� ��� ��� ����� ���� ������ � �´ ´ ´ ´ o s o  ó  o ó    ó  s o
������ � ��� �� ��� �� �������� �� ������� � ����� ���� ���� ������� ���� �� ��o . M  o  o  o   ó   ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � ��� � �o  o o  Bayes :´

 x P(Y/ó  B)   ´ ~ ~ ~��   P(Y    (o   B) ) ´
P(o  B)´
��� ��

��

      .~ ~ ~  P(o  B/Y)  P(Y)  [1  P( B/Y)]  P(Y)   (1 P) x ´
P (o   B) 1 P(B) 1 Px´
��

��
h c h c

c c

 
2��� �� � �� � �� �� ������ ������� � ��������� ���������� � � � �� ������´ ´ ´ ´ ´ ´ o ó   ó    o   o  o os
�����´  :

M   0  o o   ó    ó  o ,    1   ó  ´ ´� � ���� ��
 ��� ��� �� ���� ��� ��� �� �� � ���� ��� �� � ��� �� ���� ��~ ~
���������� 2��� �� ���� � ������ ���� ���� ��� � � �� ��� � ����´ ´ ´ ´.  ó  0  o  “ os"  c ,  . o ó os s o s,~ c
�� ������� ��� ������ � ���� �� ����� ����´   o  os  R   ó   px .´ ´ ´

E o s o  ´ s o o s o  o o  o o ó os  :´ ´ ´ ´ ´� ��� � ���� ��� ������� � ���� � � ������ �� �� �� ��� ��� ���� �����

 v(x) max{ c pxR pxv( os) (1 px) v(x ) ,  0 v( os) }´ ´~ c b b b c b��� ���´

 T    v( os) 0 ,´ ´ ´�������� ������� ��� ~

 ¬ ~ c b b c � ��Y�[� PD[^� F S[5 �� S[�Y �����`������� [ ���4 5�� S�[
� S[
c
c

E   o  ó   P(Y)  ,      v( ) .´ ´ ´ ´ ´����� ������ ��� ��� �� � 
����� ��� ���� �~



1 /POB HMA 4:    o   : (1) 1 ,  (2) 1 , (3) 2 .´ ´0������� �� ��� � ������ � � � �0 (0) (0) (0)~ ~ ~
E o  :� ���

 (1) (1)  (1) (2) (3)� � � � � �(0) (0) (0) (0) (0) (0)~ ~ ~ ~
 (2) (1)  5� � �(0) (0) (0)~ ~
 (3) (2)  (2) 4� � � �(0) (0) (0) (0)~ b ~
 (1) (1) 5 (1)  (3) 2� � � � �(0) (0) (0) (0) (0)b ~ b b ~
 (2) (2) 4 (1)� � �(0) (0) (0)b ~ b
 (3) (3) 2 (2)� � �(0) (0) (0)b ~ b
 o   (1) 0´.�� ��� �(0) ~

 (1) (2) (3) 5¯ ~ ~ ~� � �(0) (0) (0)

       (1) 0,   (2) 1,   (3) 3� � �(0) (0) (0)~ ~ c ~ c

E o   ó :´���� ��� �� ������� ����

  (1) (1) 7 (3)  5 7 3  5 4    ó
; ; ;

� � � ��(0) (0)b � b ¯ � c ¯ �(0)

  (1) (1) 8 (2)  5 8 1  5 7   
; ; ;

� � � ���(0) (0)b � b ¯ � c ¯ �(0)

  (2) (2) 6 (3)  5 1 6 3  4 3    ó
; ; ;

� � � ��(0) (0)b � b ¯ c � c ¯ �(0)

H ó   s s  1    2 .  H  o     :  ´ ´ ´ ´ ´������� ���� �������
���� ��� ���������� ��� ��� � ������ � �����1

� � �(1) (1) (1)(1) 3 ,  (2) 3 ,  (3) 2 .~ ~ ~

 (1) (3)  � �(0) (1)~
 (2) (3)� �(1) (1)~
 (3) (2)� �(1) (1)~
 (1) (1) 7 (3)� � �(1) (1) (1)b ~ b
 (2) (2) 6 (3)� � �(1) (0) (1)b ~ b
 (3) (3) 2 (2)� � �(1) (1) (1)b ~ b
 o   (3) 0´.�� ��� �(1) ~

 (1) (2) (3)� � � �(1) (1) (1) (1)~ ~ ~
 (1) 7� �(1) (1)b ~

 (2) 6  � �(1) (1)b ~ ¬I
 2 (2)� �(1) (1)~ b

 (1) 7� �(1) (1)b ~

 2 2 (2) 6     b ~ ¬�(1) I
 2 (2)� �(1) (1)~ b

 4 ,   3 ,  (2) 2 ,  (3) 0 .¬ ~ ~ ~ ~� � � �(1) (1) (1) (1)

E o   ó  :´����
 ��� �� ������� ����

  (1)  5 (1)  7 5 3    
; ;

� � � ���(1) (1)b � b ¯ � b(1)

  (1)  8 (2)  7 8 2    
; ;

� � � ���(1) (1)b � b ¯ � b(1)



  (2)  8 (1)  6 8 3    
; ;

� � � ���(1) (1)b � b ¯ � b(1)

A o  o o o  o  s ó s,   o        ´ ´ ´ ´ ´ ´� � ���� � � ����� � ������� ������� ���� � �������� � ������ ����� � � ��1

� � � ��� �* * * *(1) 3 ,  (2) 3 ,   (3) 2 ,    4 .~ ~ ~ ~

1 /POB HMA 5: o  o ó    o :´ ´ ´,��� ��� � �� ����� �� ����������� � ���

 (max) z c x c x c x  ó   ó~ b bÃ b1 1 2 2 n n 1� ������ ��� �� �����
 . . x x b  o s ó , ó o´� � � � ����� �� � � � � �11 1 1n n 1bÃ b ~
  x x b  o   m   ó  ´ ´� � �� ��� ���� � � � ���21 1 2n n 2bÃ b ~
  x x b  o ó o o  o s  n .´ ´� � �� ��� ��
 ��� ��� �m1 1 mn n mbÃ b ~
  x 0,  xi i� � {

O s  ó o s ´ s    o  o  , ´ ´ ´ ´� ����� �� �� �� �� ����� ��� ��� �� ������������ � � �� �� ����� ����
��������� �� ���� ���� �� � ��� �� � � ���� � � � � � � � �� ��� �� 2���´ ´ ´ ´ ´    o  s o ó s  ó  o  o o . 
��������� � � ����� ����� �� � ���� � ��������� �� ��� ��´ ´ ´ ´  (B , B , , B )  ó o  ó  o    ,    x   o  1 2

( ) ( )
m
( )� � �

�Ã
����� ���� �� ��� � � � � �� ���� ��
 ��� � ������´ ´ ´ ´ ´ s o o o  A( ) {0,1,2, ,[minB ]} ,  ó o    [x]  o o  o o

i
~ Ã i

( )�

��� � � ��� � ���� �� ������� � ���� �����´ ´ ´ ´os o   x .  E    o o s :
 v( ,B , ,B ) max {c x v( 1,B x, ,B x)}

x A( )
� � � �

�
1 1
( )

m m
( ) ( ))

1 m
� � �

� � �
�Ã ~ b b c Ã c

�

²

   v(n 1,B , ,B ) 0 ,�� b Ã ~1
(n+1)

m
(n+1)

ó o   o  v(1,b ,b , b ) .´� � 
����� � 1 2 mÃ
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1 /POB HMA 1:  o  o ó    o o  o ´  o  o´ ´ ´.� ��� ��� � �� ����� �� �� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � ��
� � � � � ����� � � ���� ��� ������� � ���� �����´ o  o ´ . O  ´ s o o s  :´ ´

 v(1) min{2 v(1), 6 v(2)}~ b b� �
 v(2) min{2 v(1),4 v(3)}~ b b� �
 v(3) 1 v(3) .~ b �

0  ´  :o
= ����    { (1,1) , (2,1) , (3,3) }�0 ~

 w (1)  2 0.9w (1)  w (1) 20(0) (0) (0)~ b ¬ ~ ~2
0.1

 w (2)  2 0.9w (1)  2 0.9.20  20(0) (0)~ b ~ b ~
 w (3)  1 0.9w (3)  w (3) 10 .(0) (0) (0)~ b ¬ ~ ~1

0.1

E os: w (1,2) [6 0.9w (2)] w (1)  24 20 4  0���� - (0) (0) (0)~ b c ~ c ~ �
 w (2,3) [4 0.9w (3)] w (2)  13 20 7  0    ´- ������(0) (0) (0)~ b c ~ c ~ c � ¥

1  ´  :o
= ����    { (1,1) , (2,3) , (3,3) }�1 ~

 w (1) 2 0.9w (1)  w (1) 20(1) (1) (1)~ b ¬ ~
 w (2) 4 0.9w (3)(1) (1)~ b
 w (3) 1 0.9w (3)  w (3) 10  w (2) 13 .(1) (1) (1) (1)~ b ¬ ~ ¬ ~

E os: w (1,2) [6 0.9w (2)] w (1)  17.7 20 2,3   ´���� - ������(1) (1) (1)~ b c ~ c ~ c ¥
 w (2,1) [2 0.9w (1)] w (2)  20 13 7  0 .- (1) (1) (1)~ b c ~ c ~ �

2  ´  :o
= ����   { (1,2) , (2,3) , (3,3) }�2 ~

 w (1) 6 0.9w (2)(2) (2)~ b
 w (2) 4 0.9w (3) (2) (2)~ b
 w (3) 1 0.9w (3)  w (3) 10 , w (2) 13 ,  w (1) 17.7 .(2) (2) (2) (2) (2)~ b ¬ ~ ~ ~

E os: w (1,1) [2 0.9w (1)] w (1)  0.23  0���� - (2) (2) (2)~ b c ~ �
 w (2,1) [2 0.9w (1)] w (2)  4.93  0 .- (2) (2) (2)~ b c ~ �

A    o      v(1) 17.7 ,  v(2) 13 ,  u(3) 10 ,   ´ s   ´ ´ ´�� � �������� � ������ ����� � � �� ��� ����� ��� ��2 ~ ~ ~
x 1 ,    o  `o   2    o    3 , ó o   o´ ´ ´ ´0 ~ ������ �� ����� ��� �� ��� ��� �� ���� ��� ���� � � �� ���� ���
� ����ó .

1 /POB HMA 2: O  ´ s o o s  o ó o o ó ó´� ���� ��� ������� � ���� ��� � ������ ��� ��� ��� ���� ���
� �� ����� � ��
 ��� �����ó os o  o o   :´ ´ ´

 v(1) min{ 3 v(3) , 8 ( v(4)) , 4 ( v(2) v(3)) }~ b b b b� � �1 3 1
2 4 4

 v(2) min{ 1 v(1) , 5 v(4) }~ b b� �
 v(3) 2 v(1)~ b �
 v(4) 2 v(4)  v(4)  .~ b ¬ ~� 2

1c�

E ó o   ´  o s o s o ´ o  o ´, ´s ó s  ´ ´���� 
 ��� �� �� ���� ���� �� �������� �� � � � � � ����� ����� � ��� ���
�� ������� �� �� ��� ������� ��������o   o o  .´ ´ ´



B ´  0 :��� c   { (1, ) , (2,4) , (3,1) , (4,4) }� �0
11~

 w (4) 20(0) ~ ~2
0.1

 w (2) 5 0.9w (4) 5 18 23( (0)0) ~ b ~ b ~

 w (1) 8 0.9 8 [23 20] 27.35(0) ~ b ~ b b ~w (2) w (4)
2 2

0.9(0) (0)b

 w (3) 2 0.9w (1) 26.62(0) (0)~ b ~

E os: w (1, ) 4 0.9( w (2) w (3)) w (1) 1.84 0   ´���� - � ������(0) (0) (0) (0)
12 ~ b b c ~ c � ¥3 1

4 4
 w (1,3) 3 0.9w (3) w (1) 0.39 0- (0) (0) (0)~ b c ~ c �
 w (2,1) 1 0.9w (1) w (2) 2.62 0- (0) (0) (0)~ b c ~ �

B ´  1 :���   { (1, ) , (2,4) , (3,1) , (4,4) }� �1
12~

 w (4) 20(1) ~
 w (2) 5 0.9w (4) 23( (0)1) ~ b ~
 w (3) 2 0.9w (1)(1) (1)~ b
 w (1) 4 0.9  [ w (2) w (3)]  4 0.9  [ 23 (2 0.9w (1)] (1) (1) (1) (1)~ b h b ~ b h h b h b ~3 1 3 1

4 4 4 4
  19.975 0.203 w (1)    w    25.06 .~ b ¬ ~ ~(1) (1) 19.975

0.797

E os: w (1, ) 8 0.9( w (2) w (4)) w (1) 2.29 0���� - �(1) (1) (1) (1)
11 ~ b b c ~ �1 1

2 2
 w (1,3) 3 0.9w (3) w (1) 0.05 0- (1) (1) (1)~ b c ~ �
 w (2,1) 1 0.9w (1) w (2) 0.55 0- (1) (1) (1)~ b c ~ �

A     . ´ s   X 1  o   ó    .  A `o  ´ ´ ´�� � � ����� �������� 0���� ��� �� ����� ��� ��� �� ���� � � ��� ��1
0 12~

���� ��� �� � � ��� ���� � � ��� ��� � ���� �� �� ���� ����´ ´ ´ ´   2 ,  o o    4  ó o  o  `o , ´      3 ,  
�������� ��� ���� ���� ��� ������
 ��� �� � � ��� �� �´ ´ ´ ´o     1   o   o  o ó o.

1 /POB HMA 3: E   , ,     o   1,2,3  o    o o o. To´ ´ ´�� � � � �� ���� �� �� � � �� ��������� � ��� ����1 2 3

�� ����� � �� �� ���������� � ��� �� ��� �� �������  ���ó  ´    o  o    s s :´ ´ ´ ´ ´

 (max) R ( )
i=1

3� i i�

 . .  10� � � � �1 2 3b b �
           , , 0 .� � �1 2 3 �

E  ó ó  ó   ó  o s ó  o  o    ´ ´ ´ ´���� ����� �� �� ������ ��� �� ����� ����� �� � � � � � �� ��� �� ����� ��
-������ 1� ���������� 2����������� �� ��� ��� ��� ��������� � �ó o ó.  o   N 3     x ,  o´ ´ ´~ �

�����
����� � � ���� � � � � � � � �� ����� ��� ������� �� ���� � ���� ��´ ´ ´ ´ ´ o ó  o  ó o  o  o    o    .  H 
������� � ���� �� ������ ��� ��o o s o  o  :´ ´ ´

 v( ,x ) max {R ( ) v( 1,x )} ,  1,2,3
0 x

� � � � �
�

� � � � �

� �

~ b b c ~
� �

�� ��������� ������� ��� ������ , �� �� ��� ��� � �� �����    v(4,x) 0 ,     x 10 .    o  o ó´ ´ ´~ ~1

�������� �� � ���´ ´ ' o os :

� � �
� �

~ ~ ~
� � � �

3 : v(3,x ) max {R ( )} max (2 ) .
0 x 0 x3 3 3 3

3 3 3 3

E  ó o  o max o    x  ,  o ó  :´ ´���� ����� �� � �� ������ ��� � � ��3 3~

 (x ) x ,  v(3,x ) 2x  .�3
*

3 3 3 3~ ~

� � �
�

~ ~ b c ~
� �

2 : v(2,x ) max {R ( ) v(3,x )} 
0 x2 2 2 2 2

2 2



 max { 2 2(x )} max { 2x }
0 x o x

~ b b c ~ b
� � � ��

� � � �
�2 2

2 2
2 2

2 2 2 2
2 2

 2x max { }
0 x

~ b
� �

2
2 2

2
2

�
�

E   o  o o  o  ó      o o    x  ,  o ó  :´ ´ ´ ´ ´ ´���� ���� � �� ��� � �� � ��� �� � � ������ � ������ ��� � � ��2
2

2 2~

 (x ) x  ,  v(2,x ) 2x x   .�2 2
* 2

2 2 2 2~ ~ b

� � �
�

~ ~ b c ~
� �

1 : v(1,x ) max {R ( ) v(2,x )}
o x1 1 1 1 1

1 1

 max { 2(x ) (x ) } max{ 2x 2 x }
o x

~ b c b c ~ b c b ~
� ��

� � � � � �
1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1�
�b c[ ��

 x 2x max {2 2 2 x }
0 x

~ b b c c ~
� �

1 1
2 2

1 1 1 1
1 1�

� � �

 x 2x 2 max { (1 x ) } . (1)
0 x

~ b b c b
� �

1 1
2 2

1 1 1
1 1�

� �

H   f( ) (1 x )     (   f´´( ) 2 0)  o s´ ´ ´ ´ ´��������� � � � ����� ����� ����� � �� ��� 1 1 1 11
2~ c b ~ �

������ � ������ � ��� �� �� ���� � � ���������o o  '  '   o  os  [0,x ] .´ ´ ´ ´ 1

 f(0) 0~
 f(x ) x (1 x )x x 0  ( o  x 0) .´1 1 1 1 11

2~ c b ~ c � ��� �

E o s  f(0) f(x ) ,      max f( ) f(0) .´ ´
0 x

� ��� ��� ���� �
�

� ~
� �

1 1
1 1

-����� � �� �� ������ ��� � � ��´ ´ o max s (1) o    0 ,  o ó  :1 ~

 (x ) 0 ,  v(1,x ) x 2x 2 0 x 2x  .�1 1 1
* 2 . 2

1 1 1 1~ ~ b b ~ b

A o    0,  (x ) x ,  (x ) x ,  o  :´ ´ ´� � ������� � � � �� ���1 2 3
* * *

2 2 3 3~ ~ ~

 x 10 x x 10 ,   10  x x 0 ,   0 .1 2 1 1 3 2 22 3
* *~ ¬ ~ c ~ ~ ¬ ~ c ~ ~� � � �

-����� �� � � � ���� � � � � � ����������� ��� �������� ���� � � �������� �� ��´ ´ ´ ó   o ó  o  ó o    ó   2 ,  o   ó  
�������� �� � �� � �� � ���� ��� � ��� ���� ���� � � ����������� � ���� �o   10  ó o  o o ó  2 ,    o      ´´ ´ ´ ´
�� �����  :´

 v(1,10) R (10) 10 2 10 120 .~ ~ b h ~2
2

1 /POB HMA 4: E  ó  o o o   o   x 1, ,x , , ,x N .  Tó  ´ ´�� �� �� � �� ��� ��� ����� �� � � � �� �1 1 1 2 2~ ~ Ã ~�

����� ���� � ������ �� ������ �� � � �� � ��� �� � �����ó  o    o o   1  o   N   s     :´ ´ ´ ´1

 p( ) p(x , ) (x , ) p(x , ) .� � � �1 1 1 2 2 –1 –1~ h Ä � �

B o   ó  o o   ó o  s s o s  ´ ´ ´ ´ ´��� ��� ������ �� �� � ��� �� ����� � ��� �� �� ��� ��� �� ��� ���
������� � ���� � � � �� � � �� ������ �� ������ � ���� � � ���� � � ��� ����� ��o o  o  ó o s (  o   o o  o  o s '  o) ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� �� �� ���� �� �� �� � ���� � � ���� ��� ����� �� ����� � ��� ��� ��� �� �ó   o  ó  ´  o os    s o s  o ó o  ó  o´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ���� � � ������ � ���� � ��� � ���� ��� �� ��� �� ������� ������ �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´o   o s ´ . A   “ o " o     o
�� � �ó o s:
1os o os:´�� �  A o  ó s o  o s ó s   s o o   v(x)´ ´ ´ ´ ´� � �� � ������ � ����� ���� ����� �� �������� ���� ��
 ��� ��

��� ����� ���� �� ������ �� ������ �� � � � �� �� � �� � �� ��� �� �������� ó    o  o o  ó o x o  N, o o ´ s  ´ ´ ´
����� �� �� ����� ����� �� � ���� �� ������� � ���� ����� ���� �� �� ��o . Tó   ó ó    o o s, ´s o   s´ ´ ´ ´ ´
����� ��� �� ��� �� �������´ s o   :´ ´
 v(x) max {p(x, ) v( )}  x 1,2, ,N 1.

A(x)
_

~ ~ Ã c
��

� �.



E  o  ó o,      v(N) 1.´ ´ ´ ´ ´����� �� ��� ��� ��� � ��������� ������� �� ����� ~

2os o os:´�� �  M o o   o o o   ó  ó  o o os s s´ ´ ´ ´� � ��� �� ������ � ��� ��� ��� ��� ���� �� � ������ ��� ���������

������ � ������ ��� ���� ������ � � ������ � ������ � ��������� ��� �� ��� ��� ���o o     o  o o   . E   o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� �� ����� �� �´ ´ s o s :1

 w( ) ln p( ) ln p(x , ) ,
i=1

� � �
�

1 1 i i~ ~�
� �� � ���� �� � �� ����� �� ������ � � ��� ��� ��� �� �� � ������� ��� ���ó  o o ó o s  o ó, o  o  o   o o .´ ´ ´ ´ ´
2����������� �� ��� ��� ����� � � � ���� ���� ��� � � ����� � � ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´, o   o o     o s  (x, )   ln p(x, ) ,   o
�� �� ��� �� ����� �� �� � �� � � ���� �� ���������� ���� ���� �� o   o  o o 1 o N o     . H ´ ´ ´ ´ ´ ´
������� � ���� ��� � �� ����� ��� ����� ������o o s  o ó  ó   :´ ´ ´

 v(x) max {ln p(x, ) v( )}    x 1,2, ,N 1
A(x)

_
~ b ~ Ã c

��
� �

o    v(N) 0 ,     o   s    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´����� ������� ��� � �������� � ������ ����� ����� �������� ��� ��� �~
����� �� �����ó ó .

1 /POB HMA 5 :  H   x gx b z  ,  t 0, ,N 1     o´ ´ ´���� �� � �����
�� �� �������� � �t+1 t t t =~ b b Ã c
�������� �� �� ��� ������� � � � �� � ����� ��� �� � ���� � � �� �´ ´ ´ ´os, ´  o   o  ó o s o  ó  o o  ó os :  c (x , )  t t t ~
bx c  ,  ´  o ó ó os :  c(x ) lx  .  E    o ós s os^ ´ ´t t N

2 2 2
Nb ~� �� � �������� � �� ����� ��� ������� ���� ����  ��

�� ���� �� �� � ��� �� ss s s  x   o  ó   A     ( , ) .´ ´t t ~ ~ cBB
E o  ó  o  o o   o  ,   ó´ ´ ´ ´ ´� ��� �� ����� ���������� � ��
 ��� �� ����� �� ������ �������� ����� � �� ����
��������� ��������� �� ��� ���� �� � �´ ´ ´  o   s . .  z  .t

2��� �� �� �� ������� ���� ��� ��� ���� �� ������� � ����´ ´ ´ ´ ´    o    o o s

 v(t,x ) min {bx c Ev(t 1,gx b z )} ,  t 0,1, ,N 1 t t t t
t

t t
2 2~ b b b b b ~ Ã c

�� s
� �

 v(N,x ) lx  ,   ó o  E(Z ) 0 , (Z ) ( ) ,     v(0,x ) .´N z z 0N t
2 2 2 2~ ~ ~� � � � � ��� 
����� ���

1������ ��� ��� �� ���� � � �� ������´ ´ ´ ´ o    o  o os.

 v (x) lx ,N
2~

 v (x) min {bx c Ev(N,gx h z)}N
2 2

–1 ~ b b b b ~
�� s

� �

     bx min {c E[l(gx b z) } bx min {f ( )} ,~ b b b b ~ b
� �

2 2 2 2
N–1

� s � s
� � �

 f ( ) c lE{gx h z} c lE{(gx h ) z 2z(gx h )}N–1
2 2 2 2 2� � � � � �~ b b b ~ b b b b b ~

    c l{Ez (gx b ) 2(gx h( )Ez} .~ b b b b b� � �2 2 2

O s  Ez 0 ,  Ez (z) (Ez)   � � � �~ ~ b ~ ¬2 2 2 2 2��]� ~ �

 f ( )  c l[ (gx b ) ] .¬ ~ b b bN–1
2 2 2 2� � � � �

 2 c l[2 2h(gx h )]df ( )
d

N–1 �
�

~ b b b ¬� � � �2

 2c 2 l 2h .d f ( )
d

2
N–1

2
�

�
~ b b�2 2

.� � ��� �´ s b c 0: f ( ) 01
´´

N–1� � ¬

 f ( ): ,  o o  :´ ´ ´¬ N–1 � ����� ��� ������� � ������ ���

 f ( ) 0 2(c l h ) 2hgx 0 (x) d x´ 2 2 *
N–1 N–1 N–1� � � �~ ¬ b b b ~ ¬ ~ c ~ chg

c l hb b�2 2

��� � v (x) bx cd x l d x (g hd ) x l x .N–1 N–1 N–1
2 2 2 2 2 2 2 2 2

N–1 N–1~ b b b c ~



.�� ��� � �������� �� ��� ���´ ´ ´ ´o  (   o o ):

 v (x) l x ,  (x) d x ,  n 1, ,N   ,   l 0  ,   o o  n : n N 1 .´� � � ��~ ~ c ~ b Ã � � c� � ��� ��� �*

Tó   o :´�� �� �� ���

 v (x) v(n,x) min {bx c E v(gx h z)}n n–1
2 2~ ~ b b b b ~

�� s
� �

 n {bx c E[l (gx h z) ]}~ b b b b ~
�� s

� �2 2 2
n+1

 bx min {f ( )},  ó o :~ b
�

2
n–1

� s
� � �

f ( ) c c l E[(gx h ) z 2z(gx h )] (ó s & o o s)´n+1 n+1
2 2 2 2� � � � � � �� �� ���� ~ ~ b b b b b ~

 c l ( (gx h ) ).~ b b b� � � �2 2 2 2
n–1

O s   (  l l) o :´ ´� ��� ������� �� ����� ���n+1 ~

 (x) x d x�n n
� ~ c ~ chg

c l hb bn+1
2 2�

 v(n,x) [b cd l (g hd ) ]x e x ,   e 0~ b b b c ~ �n
2 2 2 2 2

n+1 n n n�

-������ ��� ���� ���� �� �� ��� ��� � ������´ ´ ´ ´ .  ó    o o n  :

 v (x) l x ,  l 0n+1 n+1 n+1
2~ �

 (x) d x  ó     n   o  :´� � �� ��� ��� �� �� ���n+1 n+1~ c

 v (x) l x ,  l 0   (x) d x ,n n n n n
2~ � ~ c�

�� ��� ������ ��� ��� � ������ ������� � ��� ��� ���´ ó     n N ,  ó s  . E o s `    n 0,1, ,N  ´ ´ ´ ´~ D ~ Ã
��� ���� �� � ��� �� ����� ��� � ������� ����� ��� ����� ��� �� ���� � �  o o   o  o  o ó     o´ ´ ´ ´ ´ ´
�� ������o os.´

 v(n,x) l x~ n
2

 (n,x) d x,  n 0,1, ,N�� ~ c ~ Ãn

ó o :� �

 l l,  d 0N N~ ~
 l b cd l (g hd ) ,n n+1 nn

2 2 2~ b b b c�

 d  ,   n 0,1, ,N 1 .n ~ ~ Ã chg
 c l h  b bn+1

2 2�
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1 . )  � N   o ó  o s o  o s o  os 1.   s ó o s´ ´ ´ ´ ´� ����� � �� ����� ����� �� ������� � ��� � � � ������ �� �� ��� � �
���� ��� � �� ������� �o ´  o ,´

 i)  o ´ o ´�� � � ��� �
 ii)  o ´ o o ´�� � � � ����� �

   N  o    o  o os  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´�) � � ��� � ������ �� � � �� ������ ��� ������� � �� ���������� �

2����´   1

2 . -������ � �����´ ´ o o :

�) N    o  o  o s o o (1) o (6)´ ´ ´ ´� ������ � ����� �� ������� � ��� � �� � ��
 i)  M   o o  o ´  o  o ´ o ´ .´ ´� �� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � ��� �
 ii)  M   o o  o ´  o  o ´ o o ´ .´ ´� �� ��� � � � ���� ��� � �� ������� � �� � � � ����� �

�) N  o    o  o os  ó  o  o o .´ ´ ´ ´ ´� � ��� � ������ �� � � �� ������ ��� �� ����� ������� � �� ���������� �

3 . E   o (   3)    (x , ,y, z)    o  o o  x   ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ����� ����� ��� ��� � ��� �������� ����� �� �� �1 o o~ Ã Ã
�� ��������o  z  ( ó).
E   (x , ,y)    (y, ,z)  o o  s o s.´ ´�� � ��� � �� � ������ �� ����� ��2 o 3~ Ã ~ Ã
�) E       o   o ó   ó o o  y   ó o  z ;  ´ ´ ´ ´���� � � �������� ����� �� ��� � �� ����� �� ����� ����� � ��� ����� �3

� ��� �� �����´  ó ).

�) E       o   o ó   ó o o  x    ó o  y ;  ´ ´ ´ ´���� � � �������� ����� �� ��� � �� ����� �� ����� ����� � ��� ����� �2 0

� ��� �� �����´  ó ).

�) A    o  ( )   ,   o o s o´ ´ ´ ´ ´ ´� � �������� �� � ����� ���������� ������� ���� �� ������� � ���� � �
����
���� ���� ��� ���� � �� ��� �� ������´ ´  ó   ( ) ; (  ,  ).

2����´   3

4 . As o  o ó ó  s o s o  o s   o. N´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� � ����� �� ����� �� ����� �� ������� � ��� � �� ��� ����� �
������ ��� ����� ������� ��� �� ��� � �� � �������� � ������ ����� � �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´     o  o o    o    .

5 . E s o s  o   “ó   o  o o" o o,  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� � ����� ���� �� ����� ��� �� ��� � �� ���� ���� ��� ����� ��� �� ����� ��
����� �� ���� �� � � ������ ��� �� ��� � �� ���� � �� �� ��� �� ���´ ´ ´ s o s o  o s ó  ó   1   ó   8  s ó s  1 , . 1 .  
2�������� � �� �� �� � ������ ��� ����� �� ������� �� �� � ��� � � � ���� ������ �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó s ó   o o   o    o ó s ó o   o  
� �� ����� � ������ � � ��� ����� � ���� ������ �� ������ � � ��
�� ����� �� ����� �o  ,   o  o o   o  .  Y o o  s ó   c    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ij

������� ���� ������ � � �� ���������� ���� �� ����� �� �� ��� � �� ���� � �� � �´ ´ ´ ´ ´ o  o      o  ó  ó   i   ó   j ,  ó o   c   ij

����� � ����� � � � �� ���������� �� ��� �� ������ � ������� ��� � ��� � � ������ �� �´ ´ ´ ´ ´ o  o  o  o  s ó s  1  o o   ó   o



�� � � .���� �� ��� �� ���� ������ �� ����� �� � � ������� � ��� �� ���������� ���� ������ó .   o s     o  o  o o    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
� � �� ����������o   .´

�) N  o o o  o ó    o o o  o  o o  ,  ´ ´ ´ ´� � ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ��� ��
����� ���� ��� �� ��� ���� �� ��� ��o    o  s ó s  1 . ´ ´

�) N    o   o o s     o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ������ ��� � ������ ��� ���� �� ������� � ���� ��� ������ ������ �� ����� � � �
��� ������ �� ���� � o  o s .´ ´

6 . .� � ��� � �� ����� ������ �� ����� �� ������� � ��� � �� ��� ����� � ��o  o ó  s s o s o  o s ó  ó ó o´ ´ ´ ´ ´ ´
( ) '  ó ( oo ó), '  o o    o s. X o o   o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� � ��� ����� �� ���� � ��� ����� � � ��� �������� ���� � ����� � ����� �� ��� �
� � -������ � 1� ���������� � ��� �� ������ �� ������� �������� ���� ���������� �� ���o  o  o o      –  ( s  ó ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� ����� �� �� ��� ���� �� � �� ���� � ����� ������� �������� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´) o  ó   o  oo ó.  (Y ó  :  1.  H –  o
������ �� �������� �� ��� �������� � ������� � �� ��� ��� ���������� �� ����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   ó   o o    os.  2.  E  o  
�� ������� �� � ������� �������� ����� �� �� � � � �� �� � �� ���� ������������� ��o  ó   –  o  ó o  ó o  j  o  oo ó  ´ ´ ´ ´ ´
���� �� � �� ��� � ��� � � ��� � ��� ���� �� � �� ���� �� � �� ��� ���� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ó o  j   o o  k   o  o s  (j,k) ,    o  oo ó o o ´ s  
�������� ���� �� ������� �������� ����� �� �� � � �� � �� ����´ ´ ´ ´ ´,   –  o  ó o   k  o  oo ó).

7 . .� � ��� ��� ������ .�� ��� �� ������� ��� �� �� ���� ��� ��o    m n    A {a } .  o   o  ó    (1,1)   ´ ´ ´ ´ ´ ´d ~ ij

���� ��� ��� �� � � ��� ���� � �� ��� ���� ���� �� �� ����� ���� �� �� ��� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o    (m,n)  o ´ s  o     os    os  , 
���� ��� � �� �  ��� � ��� ���� � � � � �� ���� � � � �� ������� ��� �� ����� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ o o ó o ´  o o    a    o  o   o    ó o oij

����� ���� ��� -����� � �� � ��� �� �� ��� �� �������� � � �����ó ó o.  ´s o o   o    o o .´ ´ ´ ´ ´

8 . E  o ó  :�� � �� �����

 (min) w [2x (t) (t)]
3

t=0
~ b� 2 2�

 .   x(t 1) x(t) (t)� �b ~ c
    x(t)  X [0,1]      t ,� ~ D
    (t)  A(x(t)) [0,1] ,� � ~
    x(0) 1 .~
N     o   ( , , ) .´ ´ ´� ������ � �������� � ������ � � � �~ o 1 2

9 . E  o ó  :�� � �� �����

 (max) c x
j=1

n�
j j

 . x b� �1 1 1� �
  x x b x  , j 1,2, ,n 1 ,�j j j 1 j j� � ~ Ã cb

ó o  c , ,b    o  o .´ ´ ´� � � ����� �� �� � ����� �j j j

N  o    o  o os  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��� � ������ �� � � �� ������ ��� -������ � 1� ���������� �

10 . E  o ó  :�� � �� �����

 max 3x 5yb
 . 2x y 10� b �
  x 2y 6b �
  x   {0,1,4,6}�
  y   [0, ]  .� B

N  o    o  o os   o o o  o  o o .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ��� � ������ �� � � �� ������ �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

1 1. .� � ��� � ������� �� ����� ������� � ����o  o  ó  o o s :´ ´ ´



 min    ,�
j=1

N

  
 x  
c

j
2

j

 . x   A , � �
j=1

N

j ~

  x   0 ,    j 1, ,N ,j � ~ Ã

ó o  c 0 .  X o o ´ s ó o s . .,  ó   o  s s  x , x  , , x´ ´ ´� � ����� � � ��� ��� � � - 1 ������ �� �� ��� ��� �� ����j 1 2 t–1� Ã  ,   ´� ��������

���� ��� �´  o  x    :´t �����

 x   c  t t~ h A x x
c c
c cÄc
bÄb
1 t–1

t N
   .

12 . .� � ��� � ������� �� ����� ������� � ����o  o  ó  o o s :´ ´ ´

 max x   x   x   ,1 2 N
c c c1 2 Nh Ä

 . x   A , � �
j=1

N

j ~

  x   0 ,    j 1, ,N ,j � ~ Ã

ó o   c   0 .  X o o ´ s ó o s . .,   o  s s s  x  , x  ,  , x  .  ´ ´ ´ ´� � ����� � � ��� ��� � � - 1 ������ �� � ��� �� �������� ����j 1 2 N
* * *� Ã

-����� � ��������� � �������� ���� �� ������������� ��������� �� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s     s s s ó o  A .

13 . .� � ��� � � ����� � � � � � � � ��� � �
�

o  o s o s  , , , ,  ó o   0 k 1,2, ,n,    A. N´ ´
n

=1
1 2 nÃ � ~ Ã ~� �

�
�� ������� �� ������������ -������ � 1� ���������� � ��o    o  o o  ó  :´ ´ ´ ´

 [( }]   .
=1 =1

n n
1
n

� �
� �

� �� �
n �

14 . E  o ó  :�� � �� �����

 max (x )�n

t=1
t

2

 . (x ) 1� �n

t=1
t ~

  x 0t �

N     o o o  o  o o .´ ´ ´ ´� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

15 . As o  ó  o  os  n s E ,E , E . O ó os s s E´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ����� �� �� �������� ������� �� � �������� ��1 2 n iÃ
����� �� ��� ������� , �� ��� �������� � � ������ � ������� ��� �����´ ´ ´ ´ ´ ´   T , i 1,2, ,n.     ´   s ósi ~ Ã
����������� � ��� ��� �� � �������� � � ������ � ����
�� �� �� ���� ������ ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s. Y o o  ó     ´    o    t 0 . K o~

������� � ���� ����� ��� ��� �� � � � � � ��
���� ��� � ��� ���� � �o o s  o o ós ó os o s (flow–time), o  o   o o    ,  ó o   ´ ´ ´ ´ ´ �
i=1

n

t     o   o     s s  E  .  ´ ´ ´ ´ ´ ´i i����� � �� ���� ������ � � ����� �� � �������� �� �������

To ó       s  ´  o  o o  o o ó ó o´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ������ � ����� �������� � � ������ � � � ������� � ��� � ��� ��� �� �
� �o s.´

N   o ó   ó  o  o o .´ ´ ´� ������ ��� � �� ����� ��� �� ����� -������ � 1� ���������� �
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16 . As o  ó  o  os  n s E ,E , E . O ó os s s E´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ����� �� �� �������� ������� �� � �������� ��1 2 n iÃ
����� �� ��� ������� � � ��� �� ����� ��� � � �� ��� ������� ������� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´   T , i 1,2, ,n. M o o   o  o o    (  si ~ Ã
� � ����� ����������� ��� �� � ������� ����� ��� �� �� ���� ������ �� ��� ��� ����ó o ós s)     E  ´   o   t o   os´ ´ ´ ´ ´ ´ ´i

R (t).i

To ó       s  ´  o  o o  o o ó os.´ ´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ������ � ����� �������� � � ������ � � � ������ � ��� � ��� ��� ����
N   o ó   ó  o  o o .´ ´ ´� ������ ��� � �� ����� ��� �� ����� -������ � 1� ���������� �

17 . As o  ó  o  os  n s E ,E , E . O ó os s s E´ ´ ´ ´ ´�� ��� ��� �� ����� �� �� �������� ������� �� � �������� ��1 2 n iÃ
����� �� ��� ������� , �� ��� �������� � � ������ � ����� �� � � � ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´   T , i 1,2, ,n.     ´  o   k  ó o o  oi ~ Ã
����������� � ��� ��� �� � �������� � � ������ � ����
�� �� �� ���� ������ ������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s. Y o o  ó     ´    o    t 0 . K o~
������� � ���� ����� ��� ��� �� � � � ���������� ����� � � �� ����� � �� �� �o o s  o o ós ó os o   s ó o   ´ o  ó s o´ ´ ´ ´
�������´ s (makespan).

To ó       s  ´  o  o o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ����� ����� �� ������ � ����� �������� � � ������ � � � ������� � ��� � � ������� 
��� ��� �� �o ó ó o .
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1 8. E  o o       o  o  o Nó o ó o.´ ´ ´ ´ ´ ´�� ��� ���� ������ �� ��������� ����� �� ��� ������� ���� � ���� �� �� 1 �
Y o  s o  ´ , o   o  o s o o o   1 , 2    3 .  E   os´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� �� ���� ��� � ���� � � � ��� ��� ��� � � � ��
 ��� ��� ����� ���� ���
���� � ���� ���� ������ ����  �� � ���� ������� ���� � � � ���� � � ��� �� ���� ��o   o   s os o ó ó s o , o o o o  s o s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� �� ��� ��� �� ��� � �� � ���� ��� � ���� ���� ��� �� � � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s o o s ó  os    ó o ó o   i       R ( ) ,  ó o  :i

 R ( )   ,    R ( )  2  ,    R ( )  2  .1 2 3
2 2� � � � � � �~ ~ b ~

To o os o  o    o o o   10  ó o .´ ´ ´ ´ ´ ´��������� ��� � � �� ��� �� ��������� � ��� ���� ����� � � �

N  o  o  o ó s ó  o o  o    o o  o o o,  ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ���� �� � � � ���� �� ���� ��� ���� � � � ������ �� � �� � �� �� ��� ���� ����  ���
�� ������ � ����� � ��� ���� ���� � � ������� ��� � ��� ���� ���� � ������ � � ��� �� o o   o    ó    ´ , o o ´ s ´ ´ ´ ´
��� � � � -������ � 1� ���������� �´ ´ ´o o o  o  o o .

19 . .� � ��� ��� ����� ���� �� ��� � �� � � � � � �� � ���� ��
 �� � ��� ��� ��o   o o s  N  ó , ó o  o  ó o  o o  ó s  ´ ´ ´ ´ ´
���� ����� ���� ������ ������ � � � �� � ��� �� �� ��� ���� ��
 ��� �� � ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ s s   ó . K    o o    A(x)  o o o
� � ��� � � � �� �� ��� ����� � �� � � � ��� ��� �� ��� ��� � ´  o  o   ó ó o o   x ,  x 1,2, ,N 1 .  Y o o  ó  o  ´ ´ ´~ Ã c
����� ��� ��� ������ �� � � � �� �� � � �� , �� ���� ��� � �´ ´ ´ ´ ´o    ó o  ó o  1  o  ó o  N .    os  (x, )  A(x) ,  �
����� ���� �� � ������ ���� ��� �� � � �� ������ �� �������� �� � � ����� �� ���ó  ó  o , ´ s ó o   x ,       o   (x) ,   ´ ´ ´ ´ ´–

��� ��� �� �    p(x, ) .´

.�� ��� �� �� ��� � � � ���� �� � � �� � � � ���� �� ���������� ����� ���� ������ �´ ´ ´ ´ ´ ´o   o  o o o  ó o   1  o   N ,  o     ó  o s
����� �� � � �������´ ´o s o  os.

N  o o o  o ó    o o o  o  o o .´ ´ ´ ´� � ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

20 . 2� ��� ������ ����� �� �������� �� ������ � � � �� � � �� ���������� ��   o  o   R  ó o .  O   ´     s  ´ ´ ´ ´
���� �� �� ��� ���� �� ���� ������� , �� �� ����� ������� ���� ���� �o s,   s R .  K  o   j   ó  p  .      o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� j

������ � ����� ���� ���� �� ���� ����� �� �� ������ � ���� �� �� �����o ´   o s  o ,    o   j     r   R p / p´ ´ ´ ´ ´ ´ j j i
i=1

s

~ h �  

������o ´ o s.  A  ó s  o    ,     r    o  s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� � � ��� � � ����� �� ��� ����� ������ ����� ������ �� ��� �� �� �������j

���� �� ����� �� ��� ����� �� ������ ��� ����� �� ������ � � � ���´ ´ ´ ´ ´s.  To ó  o s     o  o ´   y  ,  j 1, ,s  sj ~ Ã
���� �� ���� �� �  ��� �� ������� � ����� � ������� �� ���� ���� �� ������ � � ��� ��o s,  ó o ´   o o    ó  o   o   y    s´ ´ ´ ´ ´ ´ j

“ s" s  r  ,  o   s o s,    o o      ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������� ���� � � ������������ ��� ���� �� ������ �� ������� � ����� � ���������j

max ( |y r | , |y r | , , |y r | ) .  1 1 2 2 s sc c Ã c
�) N  o o o  o ó    o o o  o  o o .  ´ ´ ´ ´� � ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �

�) N    o  o   ) ,  ó   R 4 ,  s 3 ,  r 0.6 ,  r 2.2 ,  r 1.2 .  N´ ´ ´� ����� ���������� ����� �� � � � ��� �~ ~ ~ ~ ~1 2 3

��
������ � � ���� � ���� � � �� ������´ ´ ´ ´ o o    o  o .



21 . .� � ��� � �� �� �� ����� ����� �� ���� �� ����� � �� �� �� ������ ��o  o ó ó  o s.  Y o   m  o  o o s, s ó´ ´ ´ ´ ´ ´
� � � � � ���� ��������� � � ���� ��� ����� � 
����� ������ �� � � � � � 
���o s o o o s   o ó   S  ,    n  o  s, s ó o s o o o s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´i

� � ���� ����� � �� ��� ����� �� �� � ����� �� �� ��� �o ó   D  .  I    o  ó   S   D  ,  ó s s ó    S  ,  D  ,   o´ ´ ´ ´j i j i j
i=1 j=1

m n� �~

� � ���� � � �� ����� ���� �� � ����� �� �� �� �� ����� 
����� ������ ��o ó s  x   o  o o  ó o ó o o s  i  o ó s  j ,   ´ ´ ´ ´ij

����� ������ � ����� � � �� ����� �� � ��� � ����� ������ �� �������� ���������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  o .  To ó os o s  x   o        ij

c (x ) ,  i 1, ,m ,  j 1, ,n .ij ij ~ Ã ~ Ã

�) Mo o o  o ó     o o o  o  o o ,   m 2 . ´ ´ ´ ´���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ��� ~
(Y ó  :  M o   o o   ó  o s o o s  o s´ ´ ´ ´ ´� ����� � ����� �� ������ � ������ ��� �� ���� ��� ���� �� �� �� ��� ��� ����


����� ��� �� ������ � � �������� ��������� ���������´ ´ ´ ´ ´s,    o o   s).

�) -����� � ������������ � � ���� � ���� �� � ���´ ´ ´ ´s   o o o  o  )  ó   m 3 .~

22 . o  o  ó  o o s .´ ´ ´.� � ��� � ������� �� ����� ������� � ����

 min f x   ,~ �
i=1

N

i

 . x x   d  ,  i 1,2, ,N 1 ,� i i+1 ib � ~ Ã c
  x   0 .i �

-����� �� � �������� ���� �� ����� ��� �� ����� ��� �� �� �� ����� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ó     s  f      f max d  ,    ó   d     ó.*
i i~

i=1, ,N
 

Ã

23 . E     7  ó  o  ´ o   N 1  o o  o  ó o s   ´ ´ ´ ´���������� ��� ������ ��� � �� � � ���� ���� � ������������ �� �� � �c
x x x   d  ,  i 1,2 ,N 2 .i i+1 i+2 ib b � ~ Ã c

24 . X o o ´ s  o o o  o  o o     ´ ´ ´ ´����� � � ��� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � ��� �� ��� ����� ��
�������� � � ������ � �������� � � ���� � ����� � ������� �� ����� ������� � ����´ ´ ´ ´ o ´  ´ , o o o  o  ó  o o s :

 min           .
x 0i �

b bÄb b< =x x x x
x x x x x x x x

1 2 n-1 n

2 3 3 4 n 1 1 2b b b b

25 .  .� � ��� � �� ����� ������� � ����o  o ó  o o s :´ ´

 min g (x ,x ) h (x ) ,� �
k=1 k=1

N N

k k k+1 k kb

 . x   x  ,� n+1 1~
  0 x b  ,  k 1, ,N ,� � ~ Ãk k

  (x )  c ,�
k=1

N

k k� �

ó o    (x)      o   o   x ,    (0) 0 .´ ´ ´ ´ ´ ´� � ���� � ����� ��� �� ��� ������ ��� ��� ��������� � � �� �k k ~
E o  o  o ó ó  :´ ´���� ��� � ������� � ������ �� �����

 min g(u,x )  g(x ,x )  g(x ,x )  g(x ,v)  h (x ) ,2 2 3 N-1 N N k k
k=2

N

b bÄb b b �
�� ���� �ó o . 0 x b  ,  k 2, ,N , � � ~ Ãk k

  (x )  c .�
k=2

N

k k� �

-����� �� �� � ������� � � ������� �� ������  �� ����� �� �� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ó   o o o   o os s os  x    o   F(u,v,c) ,  ó2 N,  , xÃ

� ������� � � ����� � �� ������ ����� �� ��o o o  o  o os  o   ´ ´ ´ ´ ´



 min F(x ,x ,c (x )) .
0 x b� �

c
1 1

1 1 1 1�

26 .    o  o     10 ,     o o´ ´ ´ ´ ´ ´,�� ��� ������ � � ������� � ���� ������ �� ������ ��� ������� �� � ����
��������� � ���´    t 2,3, ,N 1 :~ Ã c

 F (u,v,c)     min g(u,x ) g(x ,x ) g(x ,x ) g(x ,v) h (x )
x , k=t, N

t t t t+1 N-1 N N k k
k k=t

N

~ b bÄb b b
Ã

> ?�
 F (u,v,c) min g(u,x ) g(x ,v) h (x )  ,xN N N N N

N
~ b b !

ó o    x , ,x   ó  o s o o s o      25 ,  ´   s´ ´ ´� � �� �� ������� �� � ���� ���� � � � ����������� ���� ������ �� ��� ��2 NÃ

��������� ���� � � ������ � �� ���� �� � � ����� �� �� � ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´s s o   c    ó  ó    (b )  c  ,  ó o   b    o  o�
k=t

N

k k k� �

����� �o .´

-����� �� � �� ������ �� � ������� �� ����� ���� �� ������� � ���� �����´ ´ ´ ´ ´ ´ ó   o   o  ó   o o s 

 F (u,v,c)    min  g(u,x ) h (x ) F (x ,v,c (x ))   ,
x D

t t t t t+1 t t t
t t

~ b b c
�

 !�

ó o  o ´ os o   D    o  x   o  ó s  s :´ ´ ´ ´� � � � �� ���� � ��� � ��� ��
���� �� �� ������� ������t t

 0 x b� �t t

 (b )  c (x ) .�
k=t+1

N

k k t t� � c �

27 . Mo o o    o    o o o  o´ ´ ´ ´ ´���� � ����� �� ������� �� ������� �� �� ��� � � � -������ �
1� ���������� � ��� � ������� ������� � ���� ����� ������� � ���� ���o o , ó  o o o o s   i . o o    ii .  ´ ´ ´ ´ ´
������ � ���� � ���� ��
 ��� ��� ������������� ���������o o .  M   z  o o    .´ ´ ´ ´

�) z  cx (x cx ) (x x cx ) (x x x cx  )  ,~ b b b b b bÄb b bÄb b1
2 2 2 2

1 2 1 2 3 1 2 N-1 N

� �. . x x x   1 .1 2 N
2 2 2b bÄb ~

�) z cx (x cx ) (x cx c x ) (x cx c x c x  ) ,~ b b b b b bÄb b bÄb b1
2 2 2 2 N-2 N-1 2

1 2 1 2 3 1 2 N-1 N

� �. . x x x   1 .1 2 N
2 2 2b bÄb ~

�) z  cx (x cx ) [x cx (c d)x ]~ b b b b b b bÄ1
2 2 2

1 2 1 2 3

       [x cx (c d)x (c 2d)x (c (N 2)d)x  ]  ,b b b b b b bÄb b c1 2 3 4 N
2

� �. . x x x   1 .1 2 N
2 2 2b bÄb ~

28 . N     o o o  o  o o  o ó  :´ ´ ´ ´� ����� �� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� � � �� �����

 max  c x  ,�
i=1

N

i i

 . x   1 ,� �
i=1

N

i
2 ~

  0 x x x  ,� � � Ã �1 2 N

ó o   c  , i 1, ,N   o   o  s.´ ´ ´ ´� � ����� �� �� � �� ������� � ����������i ~ Ã

29 . 2� �� ������� ������ ������� � ��� ������ � ��� ��� � ����� � � � � �� � o  s    o ´   (o s . . o´ ´ ´ ´ ´
������ �� ������ ����� � ������� ������ ���� � ��� � � ������ �� ������� � ����� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ Jacobi) o      o , o    o o  
�� ������ � �����  �� o o  s os  x  , i 1, ,N .´ i ~ Ã

 f (x)  c x   2 b x x  ,–N i i i i+1
i=1 i=1

N N-1

i
2~ b� �



ó o    x    o   N–  o    S ,    x S    x 1 .´ ´ ´ ´ ´ ´ –� � �� ����� ���� ������� ��� �������� � ������� ������ ������i
i=1

N

i
2� ¯ ~�

.� � ��� �� ������� �� � ����o  s  o o s :´ ´ ´

 v (c)  max  f (x) 2cx  ,
x S–

–N N N~ b
�

 !
 w (c)  min  f (x) 2cx  .

x S–
–N N N~ b

�
 !

X o o ´ s ó o s o  o  o o   o s s o´ ´ ´ ´ ´����� � � ��� ��� � � � � -������ � 1� ���������� � ������ ����� ���� ������ � �
����� �� �� �� �� ������ ���´ ´o    v (c) , w (c)     v (c) , w (c)  o .N N N-1 N-1

30 . /���� ��� ����� ���´ ´    29  ó

 f (x)  c x   2 b x x   2 d x x  .–N i i i i+1 i i i+2
i=1 i=1 i=1

N N-1 N-2

i
2~ b b� � �

31 . .� � ��� � ������� �� ����� ������� � ����o  o  ó  o o s :´ ´ ´

 min F (x ,x , ,x )  (x ) (x ) (x )N 1 2 N 1 1 2 2 N NÃ ~ b bÄb� � �

 . x 0    i 1, ,N  , � i � ~ Ã
  x r  ,1 1�
  x x r   ,1 2 2b �
  Å
  x x x r   .1 2 N Nb bÄ �

O o   o o´ ´��
 ��� ��� �� � ����

 f (z)  min (x ) ,   o s o o s :x–
´ ´k i i

i=k

N

~ �� �� �� � ���� ���� �

 x 0    i 1, ,N  , i � ~ Ã
 x r z ,k k� c
 x x r z  ,k k+1 k+1b � c
 Å
 x x r z  ,k N NbÄb � c

ó o   z 0 ,  k 1,2, ,N .   ó  :´� � -����� ��� ~ Ã

 f (z)          min   (x )  f (z r )  ,  k 1,2, ,N ,
x 0, x r z

k k k k+1 k
k k k

~ b b ~ Ã
� � c

 !�

��� �� ��� �� o s ó   min F (x , ,x )  f (0) .´ x–
N 1 N 1Ã ~

32 . X o o ´ s  o  o o    o o  ´ ´ ´ ´ ´����� � � ��� ������������ -������ � 1� ���������� � ������ ��� ��� � ��� ��
�� ��������� �� ��������� �� �������� ��� �� �������� ���������o     f(x)  o   [a,b]   s s s  rx s ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ b
���� �� �� �� ��� ����� �� �����´ ´ ´   s  ó s :

�) �
a
b (f(x) rx s)  dxc c 2

�) max   f(x)-rx-s   .
a x b� �

( (
Y ó� ����� .  B   o     o o    r,s  o   o o o´ ´ ´ ´ ´����� ��� ����� ���� ���������� ��� �� �� ��� ������ �� � � ������� � � ��

�� ������� ����� �� �����   ó s.´ ´



33 . ,��������� � �� ������� �� �� �� ����� ������ ��� ��������� �� ������� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ o o  s o o s s,   o s ó
�������� ���� � �� ������ ���� �´ ´ ´ ´,  o  o   n .
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1 . -������ � ����� � � ������ � � � ����� � ����� ��� ���� ���� ��
 ��� � � � � � �� R� R� R � RV������R� R �R � R � � � � R R
���� ����� � � � ������ � �������� � ������ ��� � �� ����� ����� � ��
 ��� � � �� � � � � �� R � ��1 � � � � R � � R� R� � R �R R ��R� R � R
������� ������� � ���� ����� � ��� ��� ���� ��� � ��� � �R� R R V� � R� R R�� R�� R� RV

� F�[ � ���� �� �������R� �[ ��
W �
� � � �� � ���W

W W R~ ~

2����� ���

2 . -������ � ����� � � ������ � � � ����� � ����� ��� ���� ���� ��
 ��� � � � � � �� R� R� R � RV������R� R �R � R � � � � R R
���� ����� � � � ������ � �������� � ������ ��� � �� ����� ����� � ��
 ��� � � �� � � � � �� R � ��1 � � � � R � � R� R� � R �R R ��R� R � R
������� ������� � ���� ������ � �R� R R V� �
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1 . E  o ó ó   o o o  ó   o   ´ ´ ´ ´�� � ����� � ��� ������
�� �� � ���� �� ����� ��� �� ����� �� ��������
�������� � � � � �� ��� ������������ ���������� �������� ��� ��� � �ó o ó  S  ( o o )    s  N  o . A ó´ ´ ´ ´ ´
�� �� ����� ���������� ��������� ����� �� �� �� �� ���� ���� �� ��� ���� ����o o s s s  ó ó     s  k  o s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� �������� ��� � � � �� � ����� ���� ���� ��� �������� �� ��� ���� ��´ ´ ´ ´ ´  o ó  x ,  ó   ó     s o s 
�������� ��� ������ � � � �� �������� ��� ��������� � � ����� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ o  o ó  x  ,       o ó  s  ,      k k

p (x /x,s ) ,  'o o   p  ,  k 1, ,N ,  s s. To ó     ´ ´ ´ ´k k k k� � �� ��� ���������� �� ����� ����� �� ������ �~ Ã
������������ ���������� � � �� �� �� ������� ������ ��� ���������� � �´ ´ ´ ´ ´ ´  (ó o  o     s) o
������ � ��� � ������ ��� ��� ��� � � � � �� �������� ��� ������������� ��� �o o  o ó o o ó o ó o    ( o´ ´ ´
��� � � ��� � ������� � � � � �� � ����������� �������  ó   o ´  ó o ó o  S) .´ ´

�) -����� �� � �������� ���������� �� ��� �� ������ ������ � � ��� ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ó     o    o o ´ s ó o s
-������ � 1� ���������� �o  o o .´ ´

�) -����� � ������ �� ������� � � ���� � ���� �� � ��� ������� �������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s     o o o  o ), ó   o  S  
���� ���� �� �� �� ��� ���� �������� ��� ���������� ���� �� �� � � ��� �����  s  ´ s  o s o  s,  ó  o ó  ´ ´ ´ ´ ´ ´
����������� �� �������� �� ������ � ������� ��
���� ���� �� �������� ��´ ´ ´ ´ ´ ´o   ó  o       s
������������ ���������� ��� �������� ��������� ����� � ��� � � ��� ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s s     o os   N  o .

2 . O s ós o    o s ó     ´ ´ ´ ´ ´ ´��������� �� � ���� ������ ������� ��
�� � ��� �� ����� �� ����� �� ���
����������� � � ����� � ���� �� ���������� �� ����� ������� �� � � ����� � �´ ´ ´ ´ ´  ´ . Y o   o    o  ó 
����� � � � ����� �� �� ��������� ���� �� ���� ���� � � � ��� ���� � � ´  o  o  o   o  o o ( s o   15  ´ ), ó s´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ��� ��� � � ����� � � ����� � � � �������� ����� ���� �� ��� ���� �´ ´ ´ ´s   o  ó  ´  o  o     o o. O
�������� ����� ��������� � � �� � � ����� ����� � � � ����� ���� ��´ ´ ´os ós  ó o ó o  ó ´  o  o  o
��������� � ��� �� � � ����� � � �� ��� � ����� � ��� ���� ��������� ��´ ´ ´ ´, ó o  ó o  ó  o ´  . E    ó   p (e)  t

����� � ����� ���� ������ �� �� �� �� ��������� ��� ���� � � � ��� � � �´ ´ ´ ´  ó   e  s  o  o   o o  t  (ó o   ó o s
��� ���� �� ��� ��� �� ����� �� � � ��
� ���� ���� �� ���� � � ����ó s o o  ó  o  ó o     s ó o ). E s  q (m/x,s)  ´ ´ ´ ´ ´ t

����� � ����� ���� �� ���������� �� ������ ��� �������� �� ���� � � ��� ��� �´ ´ ´ ´ ´  ó   o   m  s   s ó o   t ,  o o
ó    s ó o  o   x  s o    s  o  .´ ´ ´ ´ ´ ´�� ���� ���� �� ���� � � ����� �� ������ �� ��������� ��� �� ���� ������
E  ó   w   o ó os  o o   o ó o. E s o s ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�� �� ����� � � �� ��� ���� � ��� ���� �� ��� ����� ���� ��������� ����
��� ������� �������� ��� � � �� � � �� ������ �� ��� ���� �� � � ����� � ��� ���    o ó os o  o  ó  o   ´   ó´ ´ ´ ´
����� ��� ���� ������ � � ����� �� ��������� �� ��� �� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ ´  h      o   o  o os s ó o   t .t

�) N    o o o  o o   o  o o ó s´ ´ ´ ´ ´� ������ ��� � ���� -������ � 1� ���������� � ��� � � �� � ���� ��
�������� � ������ ���� ��  �� ����� � � �� � ��
 ���� �� ���� � � ��  ���´ ´ ´ ´ ´ ´s o s  s ´ s s, o  o o o    N  ó o s, o s ´
�� ������� � ������ � ������ ��� ��� ��� � �� o o  o ó o o ó ó os.´

�) -����� � ����
�� � � ���� � ���� �� � ��� ������� �� ���� � �� ���´ ´ ´ ´ ´s   o o o  o  )  ó   ó o ó os  K  
���� ����� � � �� ���� ���� ���� ��� ���� � � ������ �� ��� ������ � � �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o o  o    s ó o  (  o  o  ó os  rK  
�������� ��� ���� � � �� ������ �� �� �� ���� ���� ���� �� ���� � �´ ´ ´ ´ ´ s ó o ,   r   o o    s s ó o .

3 . M         o ó  ´ ´ ´ ´ ´�� ������ �������� �������
���� �� ��� �����
� ��� ��� � ���� ��������� ��
� � �� � ��� � �� �������� � � �� � ��� � � � �� ���������� ���� ����� � ��� o o o ´  s ´ . O  o o o o  ó o  s s s  o  s.´ ´ ´ ´ ´

O  s s s    ( s  s)  o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´� ��������� �� �������� �� ��� �����
� ��������� ��� �������� �� � �� ��
��� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ��� ���� �������� � ������� � �����
� ��� ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o     s,         ´  o ó
�� �� � ������ ��� ��� �� �������� �� ���� � �� � �� � � � ������� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   D    W  o . K    s s o ó o o o  o o  s
�������� ���� ����������� � � ���� ���� ���� �� ��������� ���� � �� � �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s  s o  o o    s  o ó o  s
�������� ���� �� �������� �� ���� � ������ � � � � �������� ���� ��� ��� � �´ ´ ´ ´ ´ ´s,   s ó o s ´  o     ´ . A  o
�� � �� ����� ��� �� ����� � �����
� �����
�� ��� ���� � � ������� �� ��ó o o   ó ,    ó  o o ó  ´ ´ ´ ´ ´
����� ����� � �� �� ���� �� ��� �����o  o ,  ó o  r   .´ ´ ´ ´

H  s s  o “ ó os s"   s    (  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´�������� �� �������� ��� � � �� �������� ����� ��� ����� ������ ��
�� � ��� �� �������� � � ���� ���� �� ���� ��������� � ���� � � �� ������� ��� �o o    o ó  s    ó   o  o    o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
���� �� ��� ��������� ���� �����
� � ��� ��� �� �� ��� �� � ��
 ���� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´     ). Y o o  ó    r    s  o o o   o
�� � �� � � � ������� � � ��� ���� ���� �� ��� �� ��� �� ����ó o o o  o o , ó s ó  o  o os s s.´ ´ ´ ´ ´



E   q  o o ó  o o o o  o ó o o o  o o   ´ ´ ´ ´ ´�� � � � ���� � � � ������������ � �� � �� � � � ������� � ��� ��������
��� ���� � �� ��� �� ����� ���� ����� ���� ������� �� ����� � � �������� � ��s s ( o  q  o     ó  ó)  s  ´  s´ ´ ´ ´ ´ ´
�������� �� ���� � ����� ������ �������� � � �� � ���� �� ��� ���������´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s  o s. To  q     o  o o   
����� �� ���� ��� �����o s  p (q) ,     t  .´ ´ ´t

�) Z     o  /  o  o o  o´ ´ ´ ´ ´ ´������� �� ������ � � ������ �������� � ������� � � � ������� � ��� �
������ ��� ��� ��� � �� �� �������� �� ��� ���� � ���� �ó o o ó ó os s s,   o o  N  ´ .´ ´

�) -����� � ������������ � � ���� �� � ��� �� � ��� �������� � ���´ ´ ´ ´s  o o o o  )  ó   ó  ´   W    D 
,  ó s s  o  ó o  ó ó  ó o  ó o o ó  ´ ´ ´� ����� ��� � � � � �� ��� � ������� ����� ����� �� � � ������� ���� ��
���� � ���� ��������´ o  s. ´

4 . O s o o  s s   o   o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��������� �� � ��� � ��� �������� ����� �� �� ������ ��� ������� ���
������� ����������� �� � � �� ���� � � ���� ���� ��������� ���� ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ s ó o s o o s.  A o    s o s
�� ���� � ����� � ��� � ��� � �� ��� � ���� ���� �� �� �����o , o s (1), o s (2)  o  o s (3).  E s  o o s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��������� ��� �� � � ��� � � �� ���� � � � ���� �� �� ���� ����� ��� ��� �� ��� ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s   o o   o  o  o    o ,  o s
�� ����� ��� ���������� � ����� ���� �� ���� �� ������ ���� ����� ��� ����� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´     ó  o o os    o   i   
�� ��������� ��� �� ��� �� ��� ��� �� �� ���� � � ������  p  ,  i 1,2,3 .  O s  o     `o  N  o o s.  A  ´ ´ ´ ´ ´ ´i ~
��� � � � �� ��� ������ �� � � �� ������ �� �� � � ������ ����� ��� ����� ��� �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o o  o  ó   o  o , ´   o   o   o  
�������� ��� � � �� ��� �� ����� ��������� �� �� ������ �� ����� �� ������´ ´ ´ ´ ´  o  ó o.  To ó   o      
��� � � ��� � � � �� ��� �� ��� � � � �� ��� � �� ����� ����� � �� �� � �´ ´ ´ ´o o  ó.  A  o  ´ , o  ó o  o  ó o    o , ´   o
�� ������ ����� ��� �������� �� �� ������ ��� � �� ��� ���� � �� ��� ��� �� ��o      o   o  ó .  E ´ o o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� �� ������ ��� �� ���� � �� ����� ��� ���������� ��� ���� �������� �� � �´ ´ ´ ´ ´ ´ o   o o ó s   ,     o
�� ������ ��� ���� � ����� � ���� � � ���� ��� � ��������� � �� �����o  ó .  A   q     “ " o    o   ó´ ´ ´ ´ ´i

������� � �� ����� ��� � � �� ��� �� ������ � � ������´ ´ ´ ´o  s o s  i ,  `o o  o ´s  q q q  ,     o1 2 3� �
�� ����� � � ������ � ��� � ������ ��� ���� �� �� �� ���������� ������� ��ó s o  o o  o ó o os ' `o   .  Z  ´ ´ ´ ´
� ���� � ����� � �� ����� �� �� ��� � � � - 1 ��� ���� �� ������ ������ ���o o o  o ó    o o o  . .  o s s ´ s :´ ´ ´ ´
�) Y   ó os  c    .´ ´ ´������ � �� ��� ���� ����������
�) O ós  o  o  o    o s  ó os  ´ ´ ´ ´ ´����� � � �� ���� � � � �� ��� �� ��� ��������� ����� ����� ����
(N ) ,    c 0 .  o     o  '    `o   c 0 ;´ ´ ´ ´ ´ ´~ B � ~��� 1 �� ����� � �������� � ������ � ���� ��� ������ �� ���
�) N  ,  c 0 ,     ós o s   ,  0 1 .´ ´~ B � � ���� ������� ��� ���� ��� ����� ��� � �
�) ,����� � �� ��� � ��� � ������ ������� �� ������ � � ������ ���� �� �´ ´ ´ o o   o ó ó ó  o  o  o  ) .
�) Y o o    o  o  )  ó   q 1 ,  q 2 ,  q 3 ,  p 0.3 ,  ´ ´ ´� � ����� �� �������� � ������ �� � ��� 1 2 3 1~ ~ ~ ~
p 0.5 ,  p 0.2 ,  c 0.15 ,  1 .2 3~ ~ ~ ~�
�� ) A  o s       ó   ' `´ ´ ´ ´ ´� ��������� ���� ��� �������� �� �������� ��� �� ���� ������� � ����
�� ���� ����� �� ��� ��� ��� � �� � � � ������ �� �� ����� �� ������������� ���� ��o o,     o s,  o `        ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
����� ���� ����� �  ����
�� � � ���� � ���� �� � �� ��� ������ � �� ����ó ;   B  ` s   o o o  o  )    o  ó  .´ ´ ´ ´
E s     )    ) .´ ´ ´���� ��������� ���� ��� � ��� �
(   Y ó  .   x  o o o o  o o  o´ ´ ´ ´ ´ ´,����� � ����� 2�� ��������� �� � ���� ������� � �� ���������� � �� �����t

�� ������ � � ����� ��� �������� ����� ��� �� ���� � � � ���� ��� ��������� ��� o o `    o  o o  o  `   o s s  ´ ´ ´ ´ ´
t 1  o o s s).´ ´c �� �� ����� �����������

5. K     E os o  o o ó o     `o s´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´��� ���� � �����
� ���� ��
�� � � � � � ������ �� ��������� �� ��
������� �������� �� ��� �� ���� � ����� �� 
������ ��� ������ � � ����� � �� �´ ´ ´ ´ ´s o s,   o o  s s    ´  s. O
��� ���� ��������� � � ���� � ���� ���������� ���� �� ����� ������o s s o    t  `   d  .  H   s  d    ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´t t

��������� � � �� � ���� ����� �� �� ��� ��� � �� � ���� ����� �� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  o o  o   p(d ) ,  o o  ó s o     d    t t

�� ��� ���� �� ���� � � ���� ���� �� � ������ ��� �� ����� ��� ���� �`o   s ó o   t ,   o  o  o s o s. K   ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
�����
� �� ��� �� ��������� �������� ��� � ���� �� � � ���� � � � �´ ´ ´ ´ ´ o       1, 2  `   3  s,  o ó s   ,   ,   .  A '1 2 3

`o   ,  o ó     o `   o o   ´ ´ ´�� ������ ������� � � � ���� � � � �� �� � �� ������ � ������ ��� ��1 2 3b b
������� ��� � � � ��� ��� ��� � � ��� ��� � ��� ��� �� �� �� �´ ´   d  ,        d  ,          d  .  Y o o  ó  o  ot 2 3 t 1 3 t 2b b b

� �� ������� � � � � � ��� ���� � ��������� �� ��� ��������ó os o  o o    ,  i 1,2,3   o o  t ,   `o  o  r ,  ´ ´ ´ ´ ´i ~
��� ������� �� �� ��������� � � � � �� � ���� ��� ����� �� ������  o    c ( /r) ,  `o o    r o o   o´ ´ ´ ´ti i

����� �� ��� � ���� �� ����� �� ��� ���� ���� �� ���� � � ���� ���� �� �o   q (r)     s     s ó o   t   o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´t

�� ����� � ��� ��� ��� �� �� � ���� �� �������� � � ���� ���������� ������o s.  Y o o  os o  ó s o  ` s ` s `  s ´ ´ ´ ´ ´
� �o s.

�) N   `  o o o`  o o`   ´ ´� ������ ��� ��� � ���� -������ � 1� ���������� � ��� ���
������� � ���� � � ������ ��� � ��� ��� � � �� � �� � � ���� ���� �� �� �o o  o  ó o  o o  ó o s , `o o  o ó   o  ó s o´ ´



��������� ��� ������ ������ �� ���� � ��� �� ���� ��� ����� ��� ����� �� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´s     o o o .  O `os o s  os   
� � ,  0 1 .� �
�) B  s o o  (  o o ) o  )  ó    s  d   `´ ´ ´ ´����� � ��� � ������ �� ��� � ������ � � ��� � ���� �� � ������t

�� ��� ���� ��� �� ���� �� ���� � � � ����� �� ��� � ��������� �� ���������´ ´ ´ ´ ´   ó  s ó o   t .  Y o  `o  ó    d     t

�������� �� ������� ������� � ������ � �� �� ���� �� ��´ ´ ´ ´ os ó,  o o ó os ´ s o   c .

 
6 .    `  o o s o  o o  ´ ´ ´ ´ ´.� ������ �� ������ �� �� �� ������� � ���� ����� � ��
 ��� ��
����� �� ������ �������� ��� � ������ ��� ���� ��� � ��o    o `o o `o `o os´ ´

 v(x)    min   { c(x, ) p[X x´/X x , A ] (x´) } .
x D(x)

~ b ~ ~ ~
�

� � � ��
x´ X�

t 1 t tb

Y o  o   s        U  ,  L    `´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� �� ����� ��������� ��� �� �� ��� ��� �������� � � ��� �� �x x

��� � -����� �� ��� ����� � �� ������� �� ������ � ��� ��� ���´   v(x)  :  L v(x) U  .   ó    o  o  o o o  ´ ´ ´ ´ ´x x� �
�� ���� � ��ó   ´  D(x)  �

 c(x, ´) p(x´/x ,  ´)  L      min  { c(x, )  p(x´/x, )  U } .
x (D(x)

� � � � �b h � b b h
�

� �
x´ X x´ X� �

x´ x´

1� ������� � �� ��� �� ������ � ����� � ������� ��� ���� ��� �� ����������� �o  ´s o   o o    ó     ´ ´ ´ ´ ´
�������� �� � ��� ���� � � � ���� ��� � �� ������� �´ ´ o s ó o s  o ´  o .

7 .   o s o o s s, o o   o   ó´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´2� ���� ����� ��� ���� � ������� ���������� �� � ��� �� ��� ��� ��� ��
�� ��������� �� ����� � ��� ��� ��� �� �� �� ���� �� � ��� �� ������ ��� ���´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o s o s. A  o   ´  ó  o o   o  
� ���� �� ����� ���� �� �� ����� ���� �� �� ����� ���� ��� �����
 ���o   ó   p  ,  o  ó   p  ,  ´   ó   p    o´ ´ ´1 2 3

��� �� ��� �� � ���������� ������� ������� �� ���� ���� ������ �� ��� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   ó    .  H  ó   o o o o
����� ��� �o   p ´ , p ´ , p ´ .´ 1 2 3

.�� ��� �� �� ��� ��� �� � ���� �� ���� � � � ������ � ��� ��� ����� ���� ��´ ´ ´ ´ ´o   o   o o  o  o  o o   ó  
������ ��� � ���� ���� ���������� � ���������� � � ���� � ����� � �� �����´ ´ ´ ´ ´ ´o   n  o s    .  N  o o o  o ó
������ � �  ��� �� ��� � � � -������ � 1� ���������� �o o ` s  o o o  o`  o o` .´
( Y ó .    o o  os o   0   o ó os o   1    0 ,  ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´� ����� .� ������ � ���� � ���� �� �� ��� � �������� ���� �� �� �

���� �� �� � �� �� �� �������� ��� � �� � ���� �� ��� � � �������� �´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   o  o     o   n  o s o os o  o ).

8 . E s os   o  o s  , ´  o  o´ ´ ´ ´ ´ ´�� ���� � �������� ���� ��� ������� ��� �� ������������ �� ��� ��� � �
����� ���� �� �� � ��������� ����� �� ����� ��� �� ���� ���� � ���� � ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o   N  o .  A     ´    os  r .  O s  ó os  
c    o  o  o   o s.  H ó   ´  `´ ´ ´ ´ ´��� ���� �� ���� � ���� � � �������� ������� ��� ����� ���� �� ����� ��� ���
�� � �� ���� � � ����� ���� ��� ��� � � ���� �� ���� � ���� � ���� ��� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o o '  o  o  o  o   o  o  `     p .  To
�� ����� ����� �� ���� ��� � ������ ���� �� � � ������ � ��� � ������ ��� �� ��ó      o  o s o  o o  o o o ` os´ ´ ´ ´ ´ ´
� �o .
Mo o o  o ó   ó o s o  o`  o o`  ´���� � ����� � �� ����� �� ��� � � � � -������ � 1� ���������� � ���
�� ��������� �� ������ ��� ���� �� ������� � ����o      o o s.´ ´ ´ ´

9 . E s os   o o o o   o      ´ ´ ´ ´ ´ ´�� ������� �������� �� � ��� ����� � � ��� � ����� ��� ����� �� ���� ���
�������� � ������ � � �� �� � ���������� � ��� �� ����� � ��� ����� �� �����
´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ o  ó o  o  o . M o    o o o  ,
�� ���� � � ���� � �� ���� �� ��� �� �� �������� �� �������� �� �� � 2 ����ó  o   ó os  B ,   o   o    o ó o. '´ ´ ´ ´ ´
��� ������ �� � � �� ������ �� � � � �� � ����� � � ������ � ��� �����  ó s, ó o o  `o o ´ o s o s o   o o o ,´ ´ ´ ´ ´
� � ������ ��� ��������� �� ������ �� ����� �� �� �� �� � ����� ��ó o ó o     .  E  o  o ó o o   N  ´ ´ ´ ´
������ �� ���� ��� ���� � ����� � � � ������ ��� � �� �� ��� �� ���� ���� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ ´    N    o o o  o ,  o o  o     
�������� ��� �� � �� ���� ��
 ��� ��´ ´ ´,   o o  o o    N , N 1 ,  , 1 , 0 , 1 ,  , N 1 , N .  Toc c b Ã c Ã c
������ � �� ����� ����� ��� ��� �� ����� �� ��� � ���� ������� � ���������´ ´ ´ ´ ´ ´o  `o  0   o  o o,  `  o   .  To
� �� � � ���� �� ������ � ��� ����� �� ������ � �� ����� ������ �� �����ó os o     o o o o o  ó  n ,   `o  ´ ´ ´ ´ ´ ´
�� �� �� � ����� ���� �� ���� ���� ���� �� �����´ ´ ´ ´ ´o   | n | .  E   p  , n N, , 1,1, ,N   ó      o  n  -n ~ c Ã c Ã
� �o.

�) B   o o o`  o o`  o     o´ ´ ´ ´ ´ ´����� ��� � ���� -������ � 1� ���������� � � � ����� �� �������� � ������
 �� � ������ ��� � �� � ����� �� ���� � �� ������� ������ � � ���s ós o o o ó os.  Y o  o   o  o os  ó o ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
������ �´ o .
� ,����� � ������ �� �� ��� � ��� � ���� ������� �� ������ ��)  o o o o   o ó ó ó    N 3 .´ ´ ´ ~



(Y ó  .  H K  o  os o    o ós o  ´ o   o´ ´ ´ ´� ����� �������� � � �������� �� ��� �� ����� ����� � � ������ � � ��� �

�� ����� � �� �����   o  o).´ ´ ´

10 . As o   ó  o o o o  o    `o s´ ´ ´ ´ ´ ´�������� ��� ��� ����� �������� �� � � �� ������� ��� ����� ��� �� ��
�� ���� ������� � ó s s  (11  s  16) .´
O s  o o s   o  s s  ´´ ´ ´ ´ ´ ´ ´������ ������� ���� � ��� ��� �� �� ��������� ��� ����� ��������� � �� � �
������� �� ����� ����� �� �� ���� � ��� �� ������� ���� �� ���´ ´ ´ ´ ´.  To ó   o  s o o s s   o 
������� �� ���� ������ � � ���� � ��� ��� ��� ���� �� �� � ������ ����o ó   o   ó o .  E    ´  o  ´ ´
����� ���� ��� �� �� ����� ��� � � �� �� ������� ��� � ������� � �ó      p    ´  o ó o   q 1-p o o.  A o´ ´ ´ ´~
����� ��� ���� � ��� ���� �� ����� ���� �� �� ���������� ���� �� ��� � �� ����´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´  o o ,   ó   o    s s  s s
o s ó o o ó  ó ó o    o    .     Y o o s o  o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´���� � � � ����� �� � ���� ��� ������� � � ������ �� ������ � ��� ��� ��
������ �������� �� ����� � � ������ ������ � � ��� ������������ - 1 �� ��� ��´ ´ ´ ´s   ó o ó x,  o o `o s  . ., o   
������ � �����o o ´
� ������ ��� ����o ó o ´
��� � � �� ��� ����� � � � �������� � ������ �� �� ���������� � ���� �o o  o os   N   o  o ,   o  o ó o o´ ´ ´ ´ ´ ´
������� � � �� ���� ����� �� ��� ��� � � ��´ ´ ´o o    o  p 1/2   ó o   p 1/2.� �

3.11) o  s s 3.10, o o  o  o s   o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´2� �������� �� ������ �� ��� ��� �� ������ ����� �� ������ � ����� ���
������ ���� ���� � � � ������ � � � ������� � � � ���� ������ � ������ � ����ó   o  o o  o  o  o     N  .  A  o o´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ���� � ������ �� ���� ����� ������ � � � � � � � � � � �� �������
�� �� �  o    o,  o ó o o  o o  o  o  os o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
��� ��� �������o ó o.´

3.12)    3.10.  As o o  o  o s   o o  ´ ´ ´ ´ ´ ´0��� ���� ������ �� ��� ��� �� ������ ����� �� ������ � ����� ���
������ ���� ���� � � ������� � � � ���� ������ �������� �ó   o  o  o     N    o .´ ´ ´ ´ ´
E  o   f(x) ´   ó   o   ó  o o  ´ ´ ´�� �� � ��� ��� ��� ������ ���� ���� � � ���������� ��� ������ � ��� ��
�������� � ������ ������ �� ����� � � ��� ���
�� � �� -����� ��´ ´ ´ ´ ´ ´ o ,   ó o ó x     N  o s.   o
f(x) max[pf (x y) qf (x-y)] , N 1,2,...~ b b ~N N

f (x) max [p log(x y) q log(x-y)].1 ~ b b

3.12)    3.12   o :´ ´ ´2��� ������ ������ ���� ���� ��
f (x)  logx  N k,n ~ b
ó o� �
k   max[p log (1 r)  q log(1-r)],    ~ b b ���
�� ��� ������� ��� ����� ����  ��� � �������� � ������ �� ���� ����� ��
����o s  s ós r   ´    o    o o´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´o

�� �� �����ó   y r  x.´ ~ o

3.14)    , ó o  o  ó s s o s o  o´ ´ ´ ´ ´.� ������ ��� ������ �� � � � ����� ���� � ��� ����� �� � � �������� �
����� ���� �� � ����� � � �������� � ����� �� ������ ��� ���� ���´  o o o o  o .  B  s o s ´ s´ ´ ´ ´
������� � ���� ��� �� ��� ����� �� � �� �� �������� � ������o o s  o o   o  s s o s.´ ´ ´ ´ ´

3.15) A o s   ó    o o ó  o  o o , o  o  ´ ´ ´ ´ ´ ´���� ��� ���� ��� �� �� ���� ��� � ���� � ���� � � � ���� � �� � ��� �� ��
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